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Аннотация. Составляется классификация существующих моделей нейронных популя-
ций и моделей единичных нейронов, используемых в популяционных моделях. Приво-
дятся уравнения типичных одномерных популяционных моделей, т.е. континуальных 
моделей, различающих состояние нейронов между спайками по одному параметру, в том 
числе двух моделей авторов статьи. 

 
1. Введение 

 
Согласно субъективному представлению авторов в любой конкретный процесс 
обработки информации мозгом вовлечены системы нейронов разного уровня. 
По-видимому, важными являются активность нейронной сети, состоящей из 
ограниченного числа нейронов, наиболее специфичных для данного процесса, и 
фоновая активность популяций нейронов, захватывающая большие области 
мозга. Поэтому для моделирования информационных процессов мозга необхо-
димо сочетание моделей разного уровня подробности. В настоящее время из-
вестны модели единичных нейронов, модели нейронных популяций и модели 
электроэнцефалографических сигналов. Однако трудно проследить связь моде-
лей разных уровней друг с другом. Значительная доля работ в области вычисли-
тельной нейрофизиологии посвящена построению моделей популяций нейро-
нов. Целью этих работ является математическое описание активности большого 
числа подобных нейронов в ответ на получаемый общий стимул. Переход от 
описания отдельных клеток к описанию популяции, т.е. переход от микроско-
пического описания к макроскопическому, требует введения ряда допущений, 
не единственен и допускает несколько разных  подходов. По этим причинам до 
сих пор не существует общепринятой популяционной модели, и нет общепри-
нятого вывода уравнений таких моделей из уравнений единичных нейронов. В 
настоящей статье приводится классификация существующих популяционных 
моделей, приводятся уравнения наиболее типичных моделей и собственных 
моделей авторов статьи.  

Рассмотрим путь построения моделей макроскопического уровня из 
моделей единичных нейронов. Общий формальный путь вывода уравнений ак-
тивности популяции нейронов известен [1]. Он носит название Density 
Approach. Под популяцией будем понимать набор бесконечного количества по-
добных нейронов, различающихся либо своими параметрами, например, поро-
гом возбуждения, либо флуктуациями входных воздействий, например, синап-
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тических токов. В общем таком случае можно записать уравнение единичного 
нейрона в виде 

SvF
dt

vd
+= )(  , 

где v  – вектор состояния нейрона (для классических уравнений Ходжкина-
Хаксли это – вектор с компонентами (V,m,h,n), т.е. мембранным потенциалом и 
безразмерными параметрами активации и инактивации натриевых и калиевых 
каналов); F – одинаковая для всех нейронов часть правой части уравнений,  – 
оставшаяся часть, отражающая различия собственных параметров нейрона либо 
различия входных параметров.  

S

Популяция нейронов может быть представлена распределением ней-
ронной плотности в пространстве параметров состояния, т.е. в фазовом про-
странстве, составленном из компонентов вектора v . Уравнение для нейронной 
плотности ),( vtρ  можно записать, пользуясь формализмом перехода от уравне-
ния Ланжевена для единичной «частицы»-нейрона к уравнению Фоккера-
Планка-Колмогорова для вероятности нахождения этой частицы в фазовом про-
странстве состояний этой частицы [2]. Таким образом, из уравнения единичного 
нейрона получаем уравнение для нейронной плотности типа 

( ) JF
t

+⋅
∂
∂

−=
∂
∂ ρν

ν
ρ )(  , 

где член J представляет собой сумму диссипативных членов, отражающих 
влияние S , которые могут быть явно выписаны с помощью формул из [2]. 

Однако получившееся уравнение многомерно, что делает такой общий 
подход неэффективным в случае применения к сложным моделям нейрона. Ре-
дукция, в смысле понижения размерности этих уравнений, составляет основную 
задачу популяционного моделирования. В основе редукции популяционных 
уравнений лежит редукция базовой модели единичного нейрона. 
 

2. Классификация моделей единичных нейронов 
 

Кратко рассмотрим этапы редукции уравнений единичного нейрона 
(более подробное описание см. в [3,4]). В наиболее реалистичных моделях еди-
ничных нейронов воссоздаётся геометрия дендритного и аксонного деревьев и 
решаются распределённые уравнения типа Ходжкина-Хаксли, уравнения в ча-
стных производных [3,4,5] (рис.1). В более упрощённых моделях отдельные 
неветвящиеся волокна деревьев заменяются элементами (compartments), для 
каждого из которых решаются согласованные одноточечные уравнения типа 
Ходжкина-Хаксли. Согласно теории Ролла [5] отдельные ветви дендритного и 
аксонного деревьев могут быть заменены эквивалентными цилиндрами в допу-
щении о пассивности процесса электротонического распространения и при со-
блюдении закона ветвления «3/2»: , где R – радиус ветвя-
щейся ветви, r

2/3
2

2/3
1

2/3 rrR +=
1, r2 – радиусы дочерних ветвей.  
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дель Х-Х 

Spiking Neurons: 
точечная модель Х-Х  + пороговые модели: 

LIF, SRM, τ-модель, 
пороговая безнатриевая модель Х-Х, … 

Firing Rate 

Описание дендритных и аксо-
ных ветвей эквивалентными 

цилиндрами 

Блочная (компартментовая)  
модель нейрона Х-Х 

 
Рис.1. Иерархия моделей нейронов, используемых в популяционных моделях. 
Стрелки указывают направление упрощения моделей. Сокращения: «модель 
Х-Х» – модель Ходжкина-Хаксли, LIF – Leaked Integrate-And-Fire, SRM – 
Spike-Response-Model. Пояснения – в тексте. 

 
Класс Spiking Neurons включает в себя модельные нейроны, генери-

рующие импульсы-спайки [3]. В этот класс входят одноточечные модели типа 
Ходжкина-Хаксли, линейные и нелинейные модели пороговых интеграторов 
(Leaked Integrate-And-Fire (LIF)). Уравнения линейного порогового интегратора 
записываются следующим образом: 

,),( TVVtRIV
dt
dV

resetm <<+−=τ     (1) 

где V – мембранный потенциал, I – внешний или синаптический ток, τm – вре-
менная постоянная мембраны, R – входное сопротивление или полное сопро-
тивление мембраны нейрона. Потенциал обретает значение Vreset при достиже-
нии порога T. 

Относящаяся к этому же классу Spike-Response-Model (SRM) [3] расще-
пляет мембранный потенциал на его составляющие, отражающие форму спайка, 
после-спайковую релаксацию и постсинаптический потенциал. Постсинаптиче-
ский потенциал вычисляется посредством интеграла-свёртки, ядро которого 
аппроксимирует свойства нейрона Ходжкина-Хаксли. А именно,  

( ) ( ) ( ) ( )∫
−

−+−=
tt

dttItttktttV
ˆ

0

''',ˆˆη ,     (2) 

где V – мембранный потенциал, η – спайковый и релаксационный потенциал, 
аппроксимирующий форму типичного спайка, k – ядро постсинаптического по-
тенциала, вычисляющееся по полной модели нейрона, I – внешний или синап-
тический ток,  – момент времени предыдущего спайка. Момент спайка опре-
деляется по условию достижения потенциалом порога T. 

t̂
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К классу Spiking Neurons принадлежит также предложенная авторами τ-
модель [6,7], характеризующая нейрон единственным параметром – предпола-
гаемым временем до следующего спайка (см. п. 3.2.3). Модель порогового инте-
гратора, SRM-модель и τ-модель являются пороговыми моделями. Наименее 
редуцированная пороговая модель типа Ходжкина-Хаксли предложена в [8]; эта 
модель заменяет действие натриевых каналов динамическим пороговым крите-
рием на потенциал. 

Завершает последовательность упрощений модель типа Firing Rate. Она 
сводится к алгебраической зависимости частоты спайков от силы стимулирую-
щего тока, рассчитанной для режима стационарной генерации )(Iff = . 

 
3. Популяционные модели 

 

 

Формальное уравнение для 
плотности ),( vtρ  

,...),,,( hnmVv ≡  

Ур. Фоккера-
Планка для ),( Vtρ
для LIF-нейронов 

Ур. для ),( *ttρ   
(t* – время ОТ спайка) 
для SRM-нейронов 

Одномерные уравнения для плот-
ности 

Модели, не различающие фазу 
активности нейронов, типа 

Firing_rate 

Ур. для плотности 
),( τρ t  

(τ – время ДО спайка) 
для τ – нейронов 

Ур. для плотности 
),( *ttρ   

(t* – время ОТ спайка) 
для порогового н-на ХХ

 
Рис.2. Иерархия популяционных моделей. Указанные модели охарактеризованы в соот-

ветствующих пунктах. 
 
 

3.1. Модель популяции Firing Rate. Крайний случай редукции уравнений – 
популяционная модель типа Firing Rate (рис.2). Эта модель совпадает с анало-
гичной моделью для единичного «среднего» нейрона и сводится к алгебраиче-
ской зависимости частоты спайков нейронов популяции (активности) от силы 
стимулирующего тока,  

)(Iff = .      (3) 
Такая зависимость может быть рассчитана с помощью модели одного нейрона 
как зависимость частоты генерации спайков одним нейроном в стационарном 
случае. Однако, эта модель хорошо аппроксимирует активность популяции 
только в том случае, когда нейроны де-синхронизированы. В противном случае, 
например, при внезапно изменившемся, ступенчатом стимуле,  первые спайки 
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нейронов синхронны и активность популяции может иметь ярко выраженные 
максимумы и минимумы, в то время как модель Firing Rate даёт постоянный 
уровень активности (рис.3). К этому классу моделей типа Firing Rate относятся 
модели типа Вилсона-Коуэна и модели ЭЭГ [9,10,11].  
 

 
Рис.3. Ответ популяции нейронов-пороговых интеграторов и модели Firing-
Rate на внезапно возникающий в момент t=0 стимул. Активность нейронов 
(Activity) представляет собой суммарное количество импульсов-спайков всех 
нейронов в единицу времени, нормированное на число нейронов.  

 
3.2. Одномерные модели распределения плотности. Наиболее эффективными 
можно признать одномерные модели, в которых нейроны популяции различа-
ются только по одному параметру состояния. При этом состояние нейронов мо-
жет характеризоваться только этим одним параметром либо несколькими пере-
менными, параметризованными этим единственным параметром. Ключевым 
для таких моделей является выбор этого единственного параметра.  
 
3.2.1. Уравнение Фоккера-Планка для ),( Vtρ . Наиболее известный вариант 
выбора параметра состояния – потенциал V [1,12,13].  Существенным недостат-
ком этого выбора является то, что потенциал не может однозначно характеризо-
вать состояние нейрона, если потенциал немонотонен на межспайковом интер-
вале. По этой причине такой подход работает только с упрощёнными моделями 
единичных нейронов, например с моделью линейного порогового интегратора. 
Пусть входной сигнал для нейрона, описываемого уравнением (1), состоит из 
тока, одинакового для всех нейронов популяции, I(t) и гауссова шума η(t), т.е. 

)'()'()(,0)(),()( 2 tttttttRIV
dt
dV

mm −>=<>=<++−= δστηηηητ , (4) 

где )(⋅δ – дельта-функция.  
Это уравнение может описывать синаптически связанные или несвязанные ней-
роны популяции. В случае связанных нейронов ток I(t) должен представлять 
собой сумму внешнего тока, одинакового для всех нейронов, и среднего по по-
пуляции синаптического тока; флуктуации синаптического тока должны удов-
летворять условиям гауссова шума η(t). Тогда уравнение эволюции плотности 
распределения нейронов по значениям мембранного потенциала ρ(t,V) будет 
представлять собой уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова, соответствующее 
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уравнению Ланжевена для одной «частицы», т.е. уравнению (4). Соответст-
вующее уравнение Фоккера-Планка-Колмогорова имеет вид: 

[ ] )(
2

)( 2

22

resetm VVf
V

RIV
Vt

−⋅+
∂
∂

+−
∂
∂

=
∂
∂ δρσρρτ    (5) 

TVV
tf

=∂
∂

=
ρσ

2
)(

2
 ,     

где f – активность популяции (firing rate), равная потоку нейронов через порог. 
Граничные условия: 0),(,0),( ==−∞ Ttt ρρ . 
 
3.2.2. Уравнение для плотности  для SRM-нейронов. Другой разно-
видностью подхода Density Approach является подход Refractory Density Ap-
proach [14,3], рассматривающий распределение нейронов по времени, прошед-
шему от момента предыдущего спайка t

),( *ttρ

* (рис.4). Уравнение для нейронной 
плотности ρ(t,t*) имеет вид: 

H
tt

ρρρ
−=

∂
∂

+
∂
∂

∗
     (6) 

∫
∞

=≡
0

** ),()()0,( dttttft ρρ  ,     

где H – функция вероятности генерации спайка одним нейроном, так называе-
мая hazard function. Обычно, это функция имеет в качестве своего аргумента 
мембранный потенциал, который сравнивается с пороговым значением, т.е. 
H=H(V(t),T). Вид функции H  зависит от предположения о разбросе параметров 
нейронов внутри популяции или от модели шумовой части входного сигнала. 
Простейший вид функции H – сигмоидная функция.  Наиболее известна реали-
зация Refractory Density подхода с SRM-нейроном [3], когда потенциал находит-
ся согласно уравнению (2), т.е.  

( ) ( ) ( ) ( )∫+=
*

0

*** ''',,
t

dttIttktttV η  .    (7) 

Недостатки этой реализации подхода заключены в недостатках модели SRM, а 
также в неточности функции H. SRM–модель не может в полной мере аппрок-
симировать свойства реального нейрона. Так, синаптическое воздействие выра-
жено только в действии тока в пренебрежении шунтирующим эффектом, а так-
же модель даёт ошибку в чувствительности нейрона при подаче стимула в раз-
ную фазу его активности между спайками. К тому же, SRM–модель приводит к 
сложному интегральному виду уравнений. 
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Рис.4. Схематическое представление эволюции нейронного континуума в фа-
зовом пространстве переменной t* – времени от предыдущего спайка. Распре-
делению нейронной плотности ρ соответствует распределение среднего по-
тенциала U. Отдельный нейрон «движется» вдоль оси t* до пересечения по-
тенциалом U порога T, когда он возвращается в состояние спайка t*= 0.  
 

3.2.3. Уравнение для плотности ),( τρ t . Среди скалярных переменных, наи-
более полно описывающих состояние нейрона и имеющих физический смысл, 
согласно работам [7,15] можно признать время τ, оставшееся до ожидаемого 
спайка. Соответственно, модель нейрона записывается в виде уравнения для τ: 

( ) ( II
I

EE
E gL

dt
dggL

dt
dg

dt
d ,,1 ττ )τ

++−=  ,   (8) 

( )[ ] ( )IEMAXIEMAX ggthenifgg ,0;,,0 τττττ ==∈  , 
где функции LE(gE, gI ) и LI (gE, gI ) аппроксимируют чувствительность нейрона 
типа Ходжкина-Хаксли к изменениям возбуждающей и тормозной синаптиче-
ских проводимостей gE и gI. Как показано в [6], τ-модель точнее, чем SRM-
модель воспроизводит чувствительность нейрона типа Ходжкина-Хаксли к воз-
мущениям синаптических проводимостей, приходящих в разную фазу активно-
сти нейрона между спайками.  

Данная модель нейрона приводит к модели популяции, т.е. к уравнению 
Фоккера-Планка для плотности ρ(t,τ) распределения нейронов по параметру τ: 
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где ( IE ggQ ,, )τ  – коэффициент диффузии, зависящий от параметров синаптиче-
ского шума. 
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Данная модель популяции хорошо согласуется с расчётами прямым мо-
делированием, т.е. с результатами моделирования большого числа единичных 
нейронов типа Ходжкина-Хаксли (рис.5). Недостатки этой модели заключаются 
в том, что τ-модель работоспособна только в режиме генерации спайков, а так-
же в том, что такие основные переменные как мембранный потенциал и прово-
димости ионных каналов не задействованы явно в уравнениях модели.  

 
Рис.5. Сравнение τ-модели ансамбля с прямым расчётом большого числа ней-

ронов типа Ходжкина-Хаксли. 
 
3.2.4. Уравнение для плотности  для нейронов типа Ходжкина-
Хаксли. Уравнение для нейронной плотности останется одномерным, если 
предположить, что переменные состояния всех нейронов могут быть парамет-
ризованы одной переменной (рис.4). В работах [8,16,17] предложено редуциро-
вать уравнения типа Ходжкина-Хаксли до пороговой модели и параметризовать 
плотность, мембранный потенциал и безразмерные переменные активации (x) и 
инактивации (y) ионных каналов переменной t

),( *ttρ

* - временем, прошедшим от мо-
мента предыдущего спайка, т.е.    

. Тогда популяционная модель будет состоять из уравнения для плот-
ности (6) и уравнений для потенциала и канальных переменных, записанных в 
терминах частных производных по времени t и параметру t

),,( *ttρρ = ),,( *ttVV = ),,( *ttxx =
),( *ttyy =

*. Основные уравне-
ния этой модели для популяции пирамидных клеток области CA1 гиппокампа 
приведены ниже.  

Для базовой одноточечной модели нейрона типа Ходжкина-Хаксли ис-
пользуются аппроксимации кинетики натриевых и калиевых ионных токов 

 и значения проводимостей из работы [18], суммарный вклад 
кальциевых токов выражается в токе послеспайковой гиперполяризации I

HMADRNa IIIII ,,,,
AHP , 

аппроксимация для которого приведена в [19]. Пороговая безнатриевая модель 
типа Ходжкина-Хаксли получается обнулением натриевого тока. При этом для 
определения момента генерации спайка потенциал V сравнивается с порогом T. 
Приближённая зависимость порога от параметров состояния нейрона перед 
спайком выражена в однопараметрической зависимости )/( dtdVTT = , которая 
вычисляется сравнением полной и пороговой моделей и приведена на рис.6. 
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Полученная таким образом пороговая модель очень точно воспроизводит мо-
менты спайков и потенциал на межспайковых интервалах, что видно на рис.7.  

 

    
Рис. 6. Аппроксимирующие зависимости для динамического порога T и для 
вспомогательной функции A, аппроксимирующей функцию вероятности гене-
рации спайка H в уравнении (10).  

 

 
Рис.7. Сравнение полной и пороговой безнатриевой модели типа Ходжкина-Хаксли. 

 
Уравнения в частных производных для нейронной плотности ρ, мем-

бранного потенциала V и безразмерных переменных активации и инактивации 
ионных каналов x и y имеют вид:  
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где C – мембранная ёмкость, IL – ток утечки, Ii – внешний или синаптический 
ток;   аппроксимация для функции H имеет вид:  
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где σ – дисперсия потенциала, соответствующая параметру шума при прямом 
моделировании единичных нейронов. Обоснование аппроксимации для H выхо-
дит за рамки настоящей статьи. 
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единичного нейрона на спайке при 
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A     B 

  
Рис.8. Согласование популяционной модели с расчётом прямым моделированием еди-
ничных нейронов при σ =2mV. A: неадаптирующиеся нейроны, ток стимуляции Ii=300 
pA; B: адаптирующиеся нейроны, Ii=500 pA.  
 
Приведённая модель сравнивалась с расчётом прямым моделированием боль-
шого числа (4000 штук) единичных нейронов. При прямом моделировании раз-
брос параметров нейронов и входных параметров выражался в дополнительном 
белом гауссовом шуме-токе с нулевым средним значением и дисперсией σ, т.е. 

. Популяционная модель очень точно )'()'()(,0)( 2 ttttt m −>=<>=< δστηηη
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воспроизводит активность популяции неадаптирующихся клеток, т.е. в отсутст-
вие токов IM, IAHP (рис.8А). В случае учёта адаптации популяционная модель 
становится грубее,  но такое согласование с «точным» решением можно при-
знать вполне удовлетворительным (рис.8B).  
 

4. Заключение 
 
Для описания любой фоновой активности нейросети, а также чисто популяци-
онной ритмической или волновой активности актуально использование популя-
ционной модели ансамбля нейронов. Такая модель должна выбираться из сооб-
ражений точности описания единичных нейронов моделируемой нейросети. В 
настоящей статье приведён обзор существующих популяционных моделей и 
анализ их применимости в рамках выбранной модели единичного нейрона. 
Кратко можно сделать вывод, что если допустима упрощённая модель нейрона 
типа порогового интегратора, то можно использовать популяционную модель 
для плотности распределения нейронов по значениям мембранного потенциала. 
Если требуется рассматривать более подробную модель единичного нейрона, то 
в качестве упрощенной модели популяции всегда активных нейронов может 
быть порекомендована τ – модель ансамбля из работы [7], рассматривающая 
распределение нейронов по предполагаемому времени до ожидаемого спайка. В 
качестве наиболее подробной модели популяции реалистичных нейронов может 
быть рекомендована модель из работы [8], рассматривающая распределение по 
времени, прошедшему от момента предыдущего спайка, пороговых нейронов 
типа Ходжкина-Хаксли.  
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