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Аннотация. После краткого обзора методов обработки данных современных экспери-
ментов физики высоких энергий описаны методы эластичных нейронных сетей, которые 
затем трактуются как частный случай робастного (устойчивого к засорениям выборки) 
подхода к оцениванию зависимостей.  Описан формализм робастного подхода с выво-
дом оптимальных весов для случаев равномерного засорения выборки. На базе исследо-
вания совместной оценки параметров положения и масштаба получен экономичный 
алгоритм робастного оценивания. 
 

1. Введение 
 

Распознавание кривых линий на сложном фоне шумовых точек и близких 
соседних кривых является классической проблемой распознавания образов во 
многих важных научно-технических приложениях. Особенно сложными такие 
проблемы оказываются в ядерной физике высоких энергий, где по данным из-
мерений необходимо не только распознать траекторию отдельной заряженной 
частицы среди тысяч траекторий других частиц, но и дать оценку ее парамет-
ров, в том числе с максимально возможной точностью вычислить импульс час-
тицы, определяемый кривизной ее траектории в магнитном поле. Хотя эти про-
блемы распознавания и последующей подгонки траекторий (треков) заряжен-
ных частиц имеют почти полувековую историю, методы их решения сущест-
венно менялись по мере эволюции экспериментальных установок от пузырько-
вых, где несколько треков регистрировались на стереофотографиях, до совре-
менных экспериментов с тяжелыми ионами, в которых рождаются тысячи тре-
ков, фиксируемых быстрыми электронными детекторами прямо в памяти ком-
пьютеров в виде массивов измеренных координат (см. рис.1). К тому же кругу 
проблем относится и обработка данных с детекторов черенковского излучения 
типа RICH, в которых черенковские фотоны, образующиеся при пролете части-
цы со скоростью выше скорости света в данной среде, отражаются от сфериче-
ского зеркала на фотоматрицу, где они регистрируются в виде характерных ко-
лец (см. рис. 2). 

Главные требования к обработке в современных экспериментах: макси-
мальная скорость вычислений при предельно достижимой их точности и высо-
кая эффективность методов оценки физических параметров, интересующих 
экспериментаторов. Реализация этих требований при наличии чрезвычайно 
сложной текстуры и зашумленности экспериментальных данных неизбежно 
натолкнулась на ограниченность традиционно применяемых классических ком-
бинаторных методов, кластерного анализа и подгонки по методу наименьших 
квадратов, которые в этих условиях уже не обеспечивали либо точности, либо 
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скорости вычислений, либо высокой эффективности оценок параметров, либо 
всего этого вместе [1].  

 

 
 
Рис.1. Смоделированное событие множественного рождения при центральном столкно-
вении атомов золота при энергии 25 AGeV/с. Эксперимент CBM, Германия. 
 
 

 
 

Рис.2.  Снимок с фотоматрицы RICH детектора с изображениями колец черенковского 
излучения, зарегистрированных на шумовом фоне. Эксперимент CERES/NA-45, CERN. 
 

Возьмем в качестве примера проблему распознавания треков. Если рань-
ше при множественности детектируемых событий в несколько треков на собы-
тие основной методикой распознавания было «прослеживание в дороге» (Road 
Guidance – RG, см. статью Р.Стренда [2]), т.е. кластеризация соседних точек по 
угловой близости отрезков, их соединяющих, то для множественности в не-
сколько сот треков на событие потребовались новые, более совершенные мето-
ды распознавания. Вполне естественным было обращение к аппарату искусст-
венных нейронных сетей (ИНС). Однако помимо многих нейросетевых (и по-
этому быстрых) реализаций того же RG-метода с помощью многослойных пер-
септронов [3], принципиально новым явился предложенный Денби и Петерсо-
ном (ДП) метод, основанный на использовании полносвязных нейронных сетей 
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типа Хопфилда [4]. В ДП методе трек рассматривается как последовательность 
сегментов, соединяющих соседние измеренные точки. Идея метода состоит во 
введении бинарных нейронов Sij, равных единице, если трек соединяет точки i  
и j , и нулю в противном случае. Принадлежность точек треку, как к некой глад-
кой кривой, обеспечивалась убывающей функциональной зависимостью синап-
тических весов wijkl для пары нейронов Sij и  Skl  от угла между сегментами тре-
ка, соответствующими этим нейронам, и от расстояния между этими сегмента-
ми. Энергетическая функция ИНС как билинейный функционал от Sij и Skl 
строилась так, чтобы набор гладких треков соответствовал ее минимуму. Не-
смотря на очевидную чувствительность такого метода к наличию шумовых из-
мерений, ДП метод и аналогичный подход с так называемыми роторными ИНС 
[5], благодаря применению различных обобщений и системы пороговых обре-
заний нашли весьма широкие применения в экспериментальной физике [6,7]. 

Тем не менее, как было продемонстрировано в исследовании [8], в со-
временных экспериментах с множественностью в несколько тысяч треков на 
событие нейронные сети, как непосредственный инструмент распознавания 
треков, перестают удовлетворять экспериментаторов. Это может быть объясне-
но прежде всего тем, что при использовании методов типа ДП не применяется 
информация о параметрической форме трека, которая обычно известна заранее. 
ИНС используется только для решения комбинаторной задачи поиска точек и 
присоединения их к «своему» треку, в то время как, например, учет его локаль-
ной кривизны, известной из его уравнения, мог бы позволить сделать этот поиск 
более надежным. Недаром столь удачным в приложениях оказался опыт учета 
параметрической формы трека в синаптических весах роторной ИНС, позво-
ливший выполнить обработку реальных экспериментальных данных [9] и про-
вести анализ ионограмм [10].  

Идея объединения этапов прослеживания и фитирования треков была 
предложена в работе [11] в виде эластичной нейронной сети, использующей 
гибкий шаблон, т.е. уравнение трека, зависящего от вариаций параметров таким 
образом, чтобы, изгибаясь при их изменении, кривая, описываемая этим урав-
нением (ее еще называют: деформируемый шаблон, эластичная рука и т.д.), 
прошла как можно ближе к «своим» точкам, измеренным на треке, соответст-
вующем этому шаблону, «отталкиваясь» от «чужих». В качестве средства для 
реализации этой идеи были взяты бинарные нейроны, равные единице, если 
точка принадлежала шаблону и нулю в противном случае. Минимизация энер-
гетической функции сети выполнялась при ограничении, учитывающем нали-
чие шумовых точек, не принадлежащих никакому шаблону,  

В данной статье после изложения метода эластичных нейронных сетей и 
близкого к нему подхода [8], также реализующего идею о совмещении этапов 
поиска и фитирования кривых, дано краткое введение в теорию робастных ме-
тодов подгонки и показано, что оба метода «эластичного» трекинга могут рас-
сматриваться как частные случаи робастного подхода. 

Г.А. Ососков
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2. Эластичные нейронные сети 
 

Как отмечалось выше, идея работы [11] по объединению этапов распо-
знавания и фитирования кривых привела к подходу учета известного уравнения 
трека путем создания эластичного шаблона и использования нейронов для сор-
тировки точек. Такой подход немедленно порождал естественные вопросы о 
неизвестном число шаблонов, инициализации их параметров и об организации 
подгонки сразу всех кривых (треков). 

Проблема нахождения шаблонов (templates) и грубых начальных значе-
ний их параметров требует специального рассмотрения. Мы ограничимся здесь 
ссылкой на работы [11-13], в которых использовались эластичные шаблоны, и 
отметим, что всюду для их поиска применяется тот или иной вариант преобра-
зования Радона-Хафа [14,15]. При практической реализации это преобразование 
сводится к гистограммированию в пространстве параметров с последующим 
поиском максимального значения. В силу приближенного характера процедуры 
нахождения шаблонов их число могло превышать число реальных треков в со-
бытии. Появляющиеся из-за этого лишние, искусственные треки должны быть 
удалены впоследствии в ходе специальной процедуры отбраковки. 

Для поиска сразу всех треков, порожденных взаимодействием в однород-
ном магнитном поле, в работе [11] предложено минимизировать следующий 
функционал: 
 

.    (1) 
 
Здесь π – вектор параметров винтовой линии (геликоиды), описывающей траек-
торию движения a-й частицы в пространстве;  Sia – бинарный нейрон, опреде-
ляющий принадлежность i-й точки к a-му шаблону трека по правилу:     Sia = 1, 
если i-я точка принадлежит a-му треку,  Sia = 0,  в противном случае, Dia(x, π) - 
квадрат расстояния от точки x до a-го трека. 

Минимизация E(Sia;π) ведется при условии, что каждая точка может при-
надлежать только одному треку или ни одному  (Σia Sia  = 0).  В последнем слу-
чае функционал штрафуется на величину λ, что определяет критическое рас-
стояние λ , до которого точки энергетически выгодно включать в трек, а после 
– считать такую точку шумовой (Sia  = 0, ∀ i). 

Дальнейшие вычисления по поиску глобального минимума функционала 
(1) ведутся в соответствии с обычной схемой сетей Хопфилда: сеть термализу-
ется (используется метод отжига [17], т.е. вводится модельная температура Т, 
характеризующая случайный шум в процессе поиска минимума функционала 
(1), и Т постепенно уменьшается) и применяется теория среднего поля. Для по-
следовательности уменьшающихся температур Тk > Tk-1 >...> T0 метод наиско-
рейшего спуска дает пошаговый итерационный алгоритм поиска минимума 
[11]: 
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       (2) 
 
где 
 

         (3) 
 
– факторы Поттса,  β = 1/T. 

Метод эластичных нейросетей был успешно применен в наших работах 
[12,13] для обработки данных, параметризуемых уравнением окружности: колец 
черенковского излучения и треков в однородном магнитном поле. 

В первой работе [12] методом эластичных нейросетей (ЭН) осуществлял-
ся поиск черенковских колец с одновременной оценкой их параметров по дан-
ным RICH детектора CERES/NA-45 (см. пример на рис.3). Глобальный поиск 
велся безо всяких априорных сведений о центрах и радиусах колец. Эта началь-
ная информация была получена с помощью сведения трехмерного преобразова-
ния Хафа к двумерному и одномерному. Вначале выполнялся перебор допусти-
мых триплетов измеренных точек (т.е. таких троек точек, через которые можно 
провести окружность с радиусом и центром, удовлетворяющим заданным нера-
венствам). Идея метода основана на том, что все точки, принадлежащие некой 
окружности, должны отображаться в одну точку в пространстве параметров, так 
что, суммируя, мы должны получить пик в этом месте. Примеры работы алго-
ритма в этих двух режимах представлены на рис.3. Отсев ложных колец, полу-
чившихся из-за того, что преобразование Хафа нашло несколько лишних шаб-
лонов (см. пример в левом нижнем углу рис.3), мог быть легко выполнен в по-
следующем анализе с использованием критерия χ2 и учетом статистики по чис-
лу и угловому распределению фотонов в кольце. 

 

          
 
Рис.3. Примеры результатов работы метода эластичных нейросетей из [12]: слева – рас-
познавание черенковских колец; справа – распознавание треков в магнитном поле. 
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Следует, однако, сделать важное замечание, касающееся издержек гло-

бальности метода ЭН: при попытках увеличить число колец или множественно-
сти, т.е.  числа треков, в районе поиска выше 12-13, метод переставал работать 
(не говоря уж о быстром росте машинного времени). Частично это происходило 
из-за ошибок в преобразовании Хафа, но главным образом из-за проблем с ми-
нимизацией функционала. 

Поэтому во второй работе [13], касавшейся применения метода ЭН в за-
даче распознавания и определения параметров треков в системе дрейфовых 
трубок, мы отказались от глобального прослеживания сразу всех треков собы-
тия и искали треки по данным преобразования Хафа по очереди. При прохож-
дении частицы сквозь дрейфовую трубку регистрируется координата ее центра 
и расстояние от него до траектории прошедшей частицы (см. рис. 4). Главная 
неприятность здесь состоит в том, что знание этого расстояния не позволяет 
определить, слева или справа от центра прошла частица, возникает проблема 
лево-право неопределенности. 
 

Рис.4. Типичное событие, детектированное дрейфовой камерой в магнитном поле. 
 

Для учета этой двойственности в работе [13] вместо бинарных нейронов 
Sia, используемых для определения принадлежности точки треку, был введен 
двумерный вектор-нейрон  Si = (si

+, si
–) с допустимыми значениями (1,0), (0,1), 

(0,0), что увеличило размерность минимизируемой функции и привело к появ-
лению двух факторов Поттса. 

Основой схемы минимизации явилась так называемая процедура имита-
ционного отжига, для описания которой мы обратимся к работе [8] Джиласси и 
Харландера (ДХ). Для решения задачи одновременного поиска и подгонки тре-
ков ДХ предложили свой метод эластичного трекинга (ЕТ), исходя из другой 
идеи, не связанной с ИНС (хотя в [16] они показали, как можно трактовать ЕТ-
метод как один из вариантов Хопфилдовой ИНС). 

ДХ также использовали идею гибкого шаблона, но описывали его, исходя 
из физического рассмотрения взаимодействия положительно заряженного шаб-
лона и отрицательно заряженных пространственных точек, измеренных на тре-
ке.  Чем лучше гибкий шаблон пройдет по точкам, тем меньше будет энергия их 
взаимодействия. Пусть заряд для шаблона трека распределен с плотностью 
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ρT(r), а заряд множества измеренных точек имеет плотность ρ(r'). Вычисляя 
энергию взаимодействия Е между двумя этими зарядами, получаем 

 

  (4) 
 
где V – потенциал, зависящий от расстояния измеренных точек до шаблона. ДХ 
выбрали потенциал Лоренца 
 

        (5) 
 
с шириной, зависящей от температуры: w(t)= a + (b – a)exp(-t/T), где t – темпе-
ратура, T – температурная константа, а – максимальное расстояние, на котором 
точки еще приписываются к данному шаблону, b ≈ σres – точность пространст-
венного разрешения детектора. Очевидно, что b « a. Учитывая дискретность 
измерений, получаем вместо интеграла в (4) сумму 
 

    (6) 
 
Здесь N – число точек на треке, xi и ri  – i-я точка, измеренная в пространстве, и 
ее расстояние до шаблона, а π как и раньше, вектор параметров геликоиды, опи-
сывающей траекторию движения частицы в однородном магнитном поле. 

Функционал в формуле (6) зависит от точек только одного трека, хотя 
как и в предыдущем подходе, можно осуществлять одновременную подгонку 
сразу всех треков. Тем не менее сами ДХ этого не рекомендуют. Наличие зави-
симости потенциала от температуры позволяет применять технику симулиро-
ванного отжига (simulated annealing) [17]: вначале, когда параметры известны 
только в грубом приближении, берется потенциал настолько широким (высокая 
температура t), чтобы наверняка захватывать все измеренные точки. При этом 
минимизируемая функция Е(π,t) выполаживается так, что остается только один 
минимум (см. рис. 5). Хотя он может быть расположен и несколько в стороне от 
искомого глобального минимума, но может служить начальным приближением 
на следующем этапе поиска при понижении температурного параметра. При 
постепенном понижении t до нуля этот процесс сойдется к минимуму исходной 
функции. 

ЕТ метод в такой постановке был успешно применен в работе [18] для 
распознавания треков по данным проекционной камеры установки STAR в ус-
ловиях, предельных по загрузке (до 5 тыс. треков на событие), а также в ряде 
других экспериментальных исследований [19,20]. 
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Рис.5. Вид Е(π,t) при разных температурах. 

 
 

3. Робастные методы оценки параметров и их применения 
 

Наиболее распространенным методом оценки параметров функциональ-
ных зависимостей по данным измерений является метод наименьших квадратов 
(МНК). Возьмем в качестве простейшего примера линейную модель трека вне 
магнитного поля в координатной проекции (x,z) : 
yi = y0 + ty zi + εi ;  i=1,2, …, n , где yi   –  i-е измерение, zi – координата i-й плоско-
сти детектора, εi  – ошибка измерения, имеющая по предположению нормальное 
распределение c нулевым средним и среднеквадратичным значением σi. Обо-
значим вектор неизвестных параметров как  
pT= (y0 , ty ) = (p1, p2).  Для их определения следует найти минимум суммы квад-
ратов невязок εi, которые в общем случае неравноточных измерений должны 
быть нормированы на их стандартные отклонения σi:  
 

       (7) 
 
где wi =1/ σi

2 – веса измерений. Чтобы найти минимум S(p) приравняем нулю 
производные этого функционала по параметрам. Это даст систему нормальных 
МНК-уравнений: 
 

      (8) 
 
решения которой дают искомые оценки параметров. МНК-оценки обладают 
целым рядом полезных свойств, гарантированных тем, что при непременном 
условии нормальности распределения невязок εi  МНК оказывается частным 
случаем общего метода оценивания, называемого методом максимального 
правдоподобия (ММП), который действует при произвольных законах распре-
деления оцениваемых параметров. Нарушение нормальности величин εi  в тре-
ковых измерениях обычно является следствием засорения выборки посторон-
ними измерениями как шумовыми, так и от соседних треков и неизбежно ведет 
к значительным искажениям оцениваемых параметров.  
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Квадратичность функционала (7) ведет к тому, что точки, далеко отстоя-
щие от подгоняемой кривой, могут дать неоправданно большой вклад в функ-
ционал и привести к значительной потере точности оценок параметров. Чтобы 
избежать этого, следует учитывать измерения только из непосредственной ок-
рестности подгоняемой функции, придавая остальным меньшие значения или 
вообще пренебрегая ими. Такую идею можно реализовать, придавая каждому 
измерению специальный вес, значение которого убывает с ростом невязки εi , 
т.е. расстояния до подгоняемой кривой. Этот подход, называемый робастным1, 
был дан П. Хьюбером [21], предложившим, однако, иной метод его реализации. 
Предложение Хьюбера сводится к некоторому обобщению метода максималь-
ного правдоподобия. Подчеркивая эту связь с ММП, Хьюбер назвал свой под-
ход М-оцениванием. С математической точки зрения предлагалось перейти от 
суммы квадратов в (7) к сумме некоторых симметричных функций вклада ρ(ε), 
которые также зависят от отклонения ε точки от прямой, но растут медленнее, 
чем квадратичная парабола. Теперь минимизируемый функционал будет выгля-
деть так:  
 
L(p) = ∑i ρ(εi) .         (9) 
 
Заботясь о выпуклости этого функционала, чтобы обеспечить единственность 
решения задачи его минимизации, П.Хьюбер предложил неограниченную 
функцию вклада ρ(ε), составленную из параболы в малой окрестности нуля, 
продолженной далее отрезками прямых. Однако это предложение оказалось 
мало устойчивым к сильным засорениям, так как неограниченная ρ(ε) по-
прежнему придавала неоправданно большой вес точкам, далеко отстоящим от 
подгоняемой линии. Более популярным оказался весовой подход Дж. Тьюки 
[22], упрощавший одновременно и вычислительную проблему минимизации 
функционала (9). Если продифференцировать (9) по параметрам, получим сис-
тему нелинейных уравнений 
 

 
= 0 

 
 
которая в обозначениях 
 

         (10) 
 
превращается в систему  
 

       (11) 
 

                                                 
1 robust (англ.) – крепкий, здоровый, в статистике – не чувствительный к шумам. 
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казалось бы полностью совпадающую с нормальными уравнениями МНК (8), но 
с тем важным отличием, что числовые весовые коэффициенты заменены на ве-
совые функции w(ε), которые приходится перевычислять на каждой итерации 
получившейся итеративной процедуры, названной процедурой Флетчера-
Гранта-Хеблена (ФГХ) [23]. На каждой итерации ФГХ-процедуры выполняется 
взвешенный МНК, но с функциональными весами. Если нет каких-либо апри-
орных соображений по выбору начальных значений весов, то можно иницииро-
вать ФГХ процедуру с помощью обычного МНК, взяв в качестве весов единицы 
w(ε) ≡ 1. 

Важным аспектом ФГХ-процедуры является выбор весовой функции. Из 
формулы (10) следует, что в обычном МНК весовая функция является единич-
ной константой, в то время как в весовой функции, соответствующей функции 
вклада Хьюбера, эта константа за пределами малого центрального участка спа-
дает по гиперболе. Отсутствие теоретического обоснования по выбору w(ε) вы-
звало массу эвристических предложений (см. обзор и анализ в [24]), среди кото-
рых одним из наиболее эффективных с точки зрения шумоподавления оказалась 
весовая функция Тьюки [22], называемая бивесовой за применение биквадрата 
невязок: 

 

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−

=
0

22
1

)(
σ

ε

ε
Tc

w
 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−

=
0

1

)(

22

σ
ε

ε
Tc

w    

0 , в противном случае

, если ε < σ⋅Tс  

    (12) 
 
Выбор константы сТ в этой формуле определяет ширину коридора вокруг под-
гоняемой линии, за пределами которого все точки игнорируются. Использова-
ние сТ как температуры в схеме симулированного отжига позволяет справиться 
с проблемой локальных минимумов при минимизации функционала (9).  Явное 
выражение для оптимальной весовой функции удалось вывести для случая рав-
номерного засорения [25]. Для описания засоренного распределения воспользу-
емся моделью "больших ошибок" (gross-error model) Тьюки [26]: 
fc(ε) = (1 - g) φ(ε)+g h(ε), где φ(ε) – гауссово распределение c нулевым средним и 
среднеквадратичным значением σi. g – параметр засорения, а h(ε) = 1/Δ – плот-
ность равномерного распределения в отрезке (-Δ/2, Δ/2), где σ « Δ. Составим 
логарифмическую функцию правдоподобия для такого распределения, приняв 
для простоты однопараметрическую зависимость L(p): 
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Приравнивая к нулю ее производную по параметру p, мы получим уравнение 
правдоподобия, которое примет вид (11), если обозначить  
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,       (13) 
 
Как видно, единственный параметр с определяется засоренностью данных не во 
всем диапазоне измерений Δ , а только в узкой полосе шириной πσ 2  вокруг 
подгоняемой кривой, где и сосредоточено большинство полезных измерений. 
Часто константу с можно оценить заранее, исходя из устройства детектора. 

Из соображений ускорения вычислений была предложена полиномиаль-
ная аппроксимация функции (13) многочленом 4-го порядка, которая оказалась 
ничем иным, как вышеупомянутым бивесом Тьюки (12). 

Уже отмечалась вычислительная проблема минимизации функционала 
(9), который в силу своей нелинейности может иметь несколько локальных ми-
нимумов. Их число зависит не только от оцениваемых параметров р, но и от 
разброса точек вокруг подгоняемой кривой, т.е. от оценки среднеквадратичного 
среднего σ.  Исследование совместной оценки р и σ было проведено в нашей 
работе [25] на основе рассмотрения геометрических свойств L(p,σ) как функции 
этих двух параметров. Результаты можно продемонстрировать на простой од-
нопараметрической модели, когда множество локальных условных минимумов  
L(p,σ)  для всех фиксированных σ > 0 образует некий набор гладких кривых в 
полуплоскости {(p, σ): σ > 0} (см. рис. 6). Обозначим их γ1, γ2,…, γm. Тогда най-
дется достаточно большое σ1 > 0, для которого в полуплоскости {(p, σ): σ > 0 } 
существует только одна из этих кривых, обозначенная как  γ1 . Она неограни-
ченна и при σ → ∞ асимптотически сходится к среднему всех измеренных зна-
чений. 

 
Рис.6. Слева: пример поверхности L(p,σ) с характерными оврагами; справа: кривые, со-
ответствующие дну каждого их этих оврагов. 
 

Пример на рис.6 показывает, что возможные случайные сгущения изме-
рений приводят к появлению характерных «оврагов», иногда весьма «кривых», 
число которых возрастает с уменьшением σ. Детальное теоретическое изучение 
совместных оценок р и σ в работе [26] и проведенные расчеты на модельных 
данных показали, что всегда на кривой γ1 существует по крайней мере одна со-
вместная оценка, являющаяся решением системы уравнений 
 

       (14) 
 
с условиями достижения минимума: ∂2L/∂p2>0,  ∂/∂σ (∂2L/∂p2+ σ-1∂L/∂σ) > 0 .  
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Если в задаче выполнено условие σ  « Δ, то для достаточно большой  σ0 , 
равной, например, размаху выборки xn - x1, мы окажемся как раз на кривой γ1 , 
так что, начиная с асимптотического значения p0 = (∑i xi)/n, мы можем посте-
пенно двигаться вдоль этой кривой до достижения σ = σmin, которая обычно 
оценивается заранее как среднеквадратичная ошибка ионизированного трека. В 
реальных вычислениях вместо перевычисления σ2 на каждой итерации как 
σ2=(∑i wi εi

2)/ (∑i wi) мы, начиная с σ0, вычисляем σ(k) =(1-δ) σ(k-1) с малым 
δ=0.05. 
 
4. Приложения и выводы 
 

За последние годы в Объединенном Институте Ядерных Исследований 
был проведен целый ряд работ по анализу экспериментальных данных на базе 
применения робастного подхода. Робастные методы подгонки, несмотря на 
свою кажущуюся простоту, показали высокую эффективность в таких приложе-
ниях, как определение вершины взаимодействия с помощью  вершинного де-
тектора установки CERES, состоящего всего из двух координатных плоскостей 
[27], распознавание колец черенковского излучения и проведение  идентифика-
ции частиц [28,29], поиск треков в экспериментах с высокой множественностью 
событий [18,30], решение задач калибровки и алайнмента трековых детекторов 
[31,32]. Отметим развитие теории весовых функций как на случаи неравномер-
ного засорения выборки [30], так и на случаи, когда кроме координат, в детек-
торе фиксируется и амплитуда сигнала [29] . 

Если теперь сравнить процедуры минимизации функционалов (1), (6) и 
(9) с вычислительной точки зрения, то становится очевидным, что минимизация 
функционала (1) эластичных нейросетей с помощью итеративного метода (2)  
сводится, по сути, к взвешенному методу наименьших квадратов с весами (3). 
Потенциал Лоренца в методе ДХ также может рассматриваться как робастная 
функция вклада, а вся схема симулированного отжига практически полностью 
совпадает с вышеописанным методом совместного робастного оценивания па-
раметров положения и масштаба. 

Эластичные методы хотя и весьма эффективны в приложениях, но опи-
раются на различные физические аналогии и эвристические обоснования, в то 
время как робастный подход основан на ясных статистических выводах и по 
существу всегда может быть сведен к тому или иному эластичному методу как к 
частному случаю. 
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