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Ìîäåëü Õîïôèëäà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî çàïîìíèòü ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî
èñõîäíûõ îáðàçîâ � ïîðÿäêà 15% îò ðàçìåðà íåéðîííîé ñåòè. Ñóùåñòâåííî ïðåâçîéòè
ýòîò ïîêàçàòåëü óäàåòñÿ òîëüêî â Ïîòòñ-ñòåêîëüíîé ìîäåëè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè,
ãäå íåéðîíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ â áîëüøåì ÷åì äâà ÷èñëå ñîñòîÿíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî
åùå áîëüøåé åìêîñòüþ ïàìÿòè îáëàäàåò ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåéðîííàÿ ñåòü (ÏÍÑ), ðå-
àëèçóþùàÿ íåëèíåéíî-îïòè÷åñêèå ïðèíöèïû ïåðåäà÷è è îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Ðàçâèò
ôîðìàëèçì, ïîçâîëÿþùèé åäèíûì îáðàçîì îïèñûâàòü êàê Ïîòòñ-ñòåêîëüíóþ àññîöèà-
òèâíóþ ïàìÿòü, òàê è ÏÍÑ. Äëÿ îöåíêè åìêîñòè ïàìÿòè èñïîëüçóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
òåõíèêà ×åáûøåâà-×åðíîâà.

1. Ââåäåíèå: ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåéðîííàÿ ñåòü

Â [1,2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñêóññòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, óñòðîåííàÿ íà îïòè÷å-
ñêèõ ïðèíöèïàõ îáðàáîòêè è õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìè ïðå-
èìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìîäåëÿìè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè � òàêèìè,
êàê ìîäåëü Õîïôèëäà è ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà ñâÿçåé [3], ñåòü Õýììèíãà [4], ôà-
çîðíûå ñåòè [5] è äð. Çà îñíîâó ñåòè â [1,2] áûë ïðèíÿò ïàðàìåòðè÷åñêèé íåéðîí
� îáëàäàþùèé êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ ýëåìåíò, ñïîñîáíûé ê ïðåîáðàçîâàíèþ è
ãåíåðàöèè ÷àñòîò â ïðîöåññàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ [6]. Ñî-
îòâåòñòâóþùóþ ñåòü áûëî ïðåäëîæåíî íàçâàòü ïàðàìåòðè÷åñêîé íåéðîííîé ñåòüþ
(ÏÍÑ). Ñõåìàòè÷åñêè ïðèíöèï åå ðàáîòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñåòü ñîñòàâëåíà èç N íåéðîíîâ. Íåéðîí áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ñëîæíóþ
ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç: 1) ñóììàòîðà âõîäíûõ ñèãíàëîâ; 2) íàáîðà q èäåàëüíûõ
÷àñòîòíûõ ôèëüòðîâ ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè

(1) ω1, ω2, . . . , ωq;

3) áëîêà ñðàâíåíèÿ îòôèëüòðîâàííûõ ñèãíàëîâ ïî àìïëèòóäå è 4) q ãåíåðàòîðîâ êâà-
çèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ íà ÷àñòîòàõ èç íàáîðà (1).

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (ãðàíòû 02-01-00457, 03-01-00355 è 01-01-00090) è ïðîãðàììû "Èíòåëëåêòóàëüíûå êîìïüþ-
òåðíûå ñèñòåìû"(ïðîåêò 2.45).
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì ïåðåìåííóþ l (âîçìîæíî ñ èíäåêñàìè) òîëüêî
äëÿ íóìåðàöèè ÷àñòîò {ωl}q

1.
Ñîñòîÿíèå êàæäîãî íåéðîíà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòî-

òîé èç íàáîðà (1) è ôàçîé ψ. Íàïðèìåð, ìîæíî îòîæäåñòâèòü êàæäûé íåéðîí ñ
ýëåìåíòàðíûì ïèêñåëåì ýêðàíà, à òî èëè èíîå ñîñòîÿíèå íåéðîíà - ñ öâåòîì, â êî-
òîðûé îêðàøåí äàííûé ïèêñåëü. Öâåò õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòîé ω êâàçèìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîãî èìïóëüñà exp(ıωt + ıψ) è ôàçîé ψ. Óñëîâèìñÿ, ÷òî ôàçû ìîãóò ïðè-
íèìàòü òîëüêî îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: 0 èëè π. Òîãäà ó êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ
èìïóëüñîâ ïîÿâÿòñÿ àìïëèòóäû ±1. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà ω îòâå÷àåò òîìó èëè èíî-
ìó öâåòó (êðàñíûé, îðàíæåâûé, æåëòûé è ò.ä.), àìïëèòóäó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
èíòåíñèâíîñòü öâåòà: +1 îòâå÷àåò èíòåíñèâíîñòè "òåìíûé", à −1 - èíòåíñèâíîñòè
"ñâåòëûé". Òàêèì îáðàçîì, ñîñòîÿíèå íåéðîíà îòâå÷àåò îêðàñêå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïèêñåëÿ â "òåìíî-êðàñíûé"öâåò èëè â "ñâåòëî-êðàñíûé", â "òåìíî-îðàíæåâûé"èëè
"ñâåòëî-îðàíæåâûé"è ò.ä.:

κi = ± exp(ıωlit), i = 1, . . . , N ; ωli ∈ {ωl}q
1.

Çäåñü i - íîìåð íåéðîíà, κi - åãî ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóþùååñÿ ÷àñòîòîé ωli ñèãíàëà.
Íàáîð îäíîâðåìåííûõ ñîñòîÿíèé âñåõ N íåéðîíîâ îòâå÷àåò êàêîìó-òî öâåòíîìó

èçîáðàæåíèþ íà ýêðàíå: K = (κ1, κ2, . . . , κN). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå p íàïåðåä çà-
äàííûõ èñõîäíûõ îáðàçîâ (ïàòòåðíîâ) � p ôèêñèðîâàííûõ öâåòíûõ èçîáðàæåíèé,
èíôîðìàöèÿ î êîòîðûõ õðàíèòñÿ â ïàìÿòè ñåòè:

(2) K(µ) = (κ
(µ)
1 , κ

(µ)
2 , . . . , κ

(µ)
N ), µ = 1, . . . , p.

Ñèìâîë µ, çàêëþ÷åííûé âñåãäà â ñêîáî÷êè è èñïîëüçóåìûé òîëüêî êàê âåðõíèé èí-
äåêñ, áóäåò ñëóæèòü äëÿ íóìåðàöèè ïàòòåðíîâ èç íàáîðà (2). Ñîñòîÿíèþ i-ãî íåéðîíà
â µ-ì ïàòòåðíå îòâå÷àåò ÷àñòîòà ω

l
(µ)
i
, ãäå 1 ≤ l

(µ)
i ≤ q, i = 1, . . . , N , µ = 1, . . . , p.

Ïóñòü ñîñòîÿíèå j-ãî íåéðîíà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷àñòîòîé
ωlj � íåéðîí èñïóñêàåò êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèé èìïóëüñ exp(ıωlj t) äëèòåëüíîñòüþ
τ . Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî τ � âåëè÷èíà, êðàòíàÿ âñåì ïåðèîäàì ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé íåéðîíà

(3)
τ

τl

� öåëîå, ãäå τl =
2π

ωl

∀ l = 1, . . . , q.

Ïàìÿòü ñåòè ëîêàëèçîâàíà â ìåæñâÿçÿõ Tij, i, j = 1, . . . , N , ãäå àêêóìóëèðîâàíà èí-
ôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèÿõ i-ãî è j-ãî íåéðîíîâ âî âñåõ p ïàòòåðíàõ. Áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî ìåæñâÿçè óñòðîåíû äèíàìè÷åñêè è îðãàíèçîâàíû ïî ïðàâèëó Õåááà:

(4)





Tij =
∑p

µ=1 κ
(µ)
i κ

(µ)∗
j , i 6= j;

Tii = 0;
i, j = 1, . . . .N.
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Êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèé èìïóëüñ ñ ÷àñòîòîé ωlj , ðàñïðîñòðàíÿþùèéñÿ ïî (ij)-é
ìåæñâÿçè îò j-ãî íåéðîíà ê i-ìó, ó÷àñòâóåò â ïðîöåññàõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòû-
ðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ ñ àêêóìóëèðîâàííûìè ìåæñâÿçüþ ñîñòîÿíèÿìè i-ãî è j-ãî
íåéðîíîâ â ïàòòåðíàõ (2):

(5) ω
l
(µ)
i
− ω

l
(µ)
j

+ ωlj → {ωl}q
1.

Àìïëèòóäû ±1, êîòîðûå, âîçìîæíî, èìåþòñÿ ó êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ,
ïðè ýòîì ïåðåìíîæàþòñÿ. Ïðîñóììèðîâàâ ðåçóëüòàòû ýòèõ ïàðöèàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïî âñåì µ, ïîëó÷èì öåëûé ïàêåò êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, âîîáùå
ãîâîðÿ � íà âñåõ ÷àñòîòàõ èç íàáîðà (1), ñ îïðåäåëÿþùèìèñÿ ìåæñâÿçüþ àìïëèòó-
äàìè. Ýòîò ïàêåò � ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ (ij)-é ìåæñâÿçüþ èìïóëüñà ωlj � è
ïðèõîäèò ê i-ìó íåéðîíó.

Ïàêåòû êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ïðèøåäøèå ê i-ìó íåéðîíó ïî âñåì
ìåæñâÿçÿì, ñóììèðóþòñÿ. Çàòåì ñóììàðíûé ñèãíàë ïðîõîäèò ÷åðåç q ïàðàëëåëü-
íî ñîåäèíåííûõ ÷àñòîòíûõ ôèëüòðîâ {ωl}q

1. Âûõîäíûå ñèãíàëû ñ ôèëüòðîâ ñðàâíè-
âàþòñÿ ïî àìïëèòóäå. È, íàêîíåö, ñèãíàë ñ ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ àìïëèòóäîé
èíèöèèðóåò ãåíåðàöèþ i-ì íåéðîíîì âûõîäíîãî èìïóëüñà, ÷àñòîòà è ôàçà êîòîðîãî
ñîâïàäàþò ñ ÷àñòîòîé è ôàçîé èíèöèèðóþùåãî ñèãíàëà (ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò âñå).

Âàæíûì ýëåìåíòîì èçëàãàåìîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ âûäâèíóòûé â [1,2] ïðèíöèï íåñî-
èçìåðèìîñòè ÷àñòîò {ωl}q

1: íèêàêàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòîò âèäà ωl − ωl′ + ωl′′ íå ìî-
æåò ïðèíàäëåæàòü íàáîðó ÷àñòîò (1), êîãäà âñå òðè ÷àñòîòû ðàçëè÷íû. Íà äåëå
ïðèíöèï íåñîèçìåðèìîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ñèãíàë ñ ÷àñòîòîé ωlj , ó÷àñòâóþùèé â ïà-
ðàìåòðè÷åñêîì ÷åòûðåõâîëíîâîì ñìåøåíèè ñ õðàíÿùèìèñÿ â ìåæñâÿçè ÷àñòîòàìè
ω

l
(µ)
i

è ω
l
(µ)
j

(ñì. ñîîòíîøåíèå (5)), ïî ìåæñâÿçè íå ïðîõîäèò, åñëè âñå òðè ÷àñòîòû
ðàçëè÷íû, � â ýòîì ñëó÷àå ñèãíàë ωlj ìåæñâÿçüþ ôèëüòðóåòñÿ. Îïèñàíèå ïðèíöèïà
ðàáîòû ÏÍÑ íà ýòîì çàêîí÷åíî.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ãîðàçäî ñëîæíåå áèíàðíûõ ìîäåëåé
àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè, èìååòñÿ öåëûé ðÿä àðãóìåíòîâ â åå ïîëüçó. Âî-ïåðâûõ, ÿçûê
÷àñòîòíî-ôàçîâîé ìîäóëÿöèè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðè îïòè÷åñêîé îáðàáîòêå ñèã-
íàëîâ è ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò èñêóññòâåííîé àäàïòàöèè îïòè÷åñêîé íåéðîñåòè ê
àìïëèòóäíî ìîäóëèðîâàííûì ñèãíàëàì. Âî-âòîðûõ, ïåðåäà÷à ïî ìåæñâÿçÿì ñèãíà-
ëîâ íà q ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ (àíàëîã óïëîòíåíèÿ êàíàëà), ôàêòè÷åñêè, ïîçâîëÿåò â
q2 ðàç óìåíüøèòü ÷èñëî ìåæñâÿçåé, êîòîðûå â íåéðîñåòåâûõ àðõèòåêòóðàõ è òàê çà-
íèìàþò äî 98% ïëîùàäè íåéðîêðèñòàëëà. È, íàêîíåö, â-òðåòüèõ: ïðîâåäåííûé â [1,2]
àíàëèç ñîîòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì â ñî÷åòàíèè ñî ñòàòèñòè÷åñêîé òåõíèêîé ×åáûøåâà-
×åðíîâà [7,8] ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî íàáîðà ïàòòåðíîâ åìêîñòü ïà-
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ìÿòè ÏÍÑ ïðèáëèçèòåëüíî â q2 ðàç ïðåâîñõîäèò åìêîñòü ïàìÿòè ìîäåëè Õîïôèëäà.
Äàæå ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ q ∼ 10 ýòî äàåò âûèãðûø íà äâà ïîðÿäêà. Çàìåòèì,
÷òî äëÿ êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè öâåòíûõ èçîáðàæåíèé ñòàíäàðòîì ÿâëÿåòñÿ çíà÷å-
íèå q = 256; â ýòîì ñëó÷àå âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ Õîïôèëäà ñîñòàâèò
4-5 ïîðÿäêîâ.

Âìåñòå ñ óâåëè÷åíèåì åìêîñòè ïàìÿòè ðàñòåò è ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ñåòè. Â êîì-
ïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè áûëî, íàïðèìåð, óñòàíîâëåíî, ÷òî ÏÍÑ èç 100 ïàðàìåòðè-
÷åñêèõ íåéðîíîâ (N = 100), ïåðåäàþùèõ ñèãíàëû íà 22 ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ (q = 22),
â ïàìÿòü êîòîðîé çàïèñàíû 200 ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïàòòåðíîâ (p = 200), âîññòàíàâ-
ëèâàåò çàøóìëåííûé íà 80% ïàòòåðí çà 100 òàêòîâ ðàáîòû � çà îäèí ïðîõîä ïî âñåì
100 íåéðîíàì. Òà æå ñåòü ñ ïàðàìåòðàìè N = 100, q = 25, p = 1000(!) âîññòàíàâëèâà-
ëà çàøóìëåííûé íà 65% ïàòòåðí çà 4-5 ïðîõîäîâ ïî âñåì 100 íåéðîíàì. Íàïîìíèì,
÷òî â ñâîå âðåìÿ äåìîíñòðàöèåé ðàñïîçíàþùåé ñïîñîáíîñòè ìîäåëè Õîïôèëäà ñ÷è-
òàëîñü âîññòàíîâëåíèå åþ çàøóìëåííîãî íà 30% ïàòòåðíà ïðè N = 400, p = 30 [9].

Èçëîæåííûå àðãóìåíòû çàñòàâëÿþò âíèìàòåëüíî èññëåäîâàòü ïðèíöèïû, íà êîòî-
ðûõ îñíîâàíà ÏÍÑ. Ýòîìó è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü
ê èçëîæåíèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå.

Âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ïðèíöèïó íåñîèçìåðèìîñòè ÷àñòîò. Íàïðèìåð, â [1,2] èçó÷àëèñü
ïðîöåññû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ âèäà

(6) ωl − ωl′ + ωl′′ =





ωl′′ , êîãäà l′ = l;

ωl, êîãäà l′ = l′′;

→ 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòü íàçîâåì ÏÍÑ-I. Îäíàêî áîëüøàÿ ÷àñòü èçëàãàåìûõ â íàñòîÿ-
ùåé ñòàòüå ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷åíà äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ

(7) ωl − ωl′ + ωl′′ =





ωl, êîãäà l′ = l′′;

→ 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ýòó ñåòü áóäåì íàçûâàòü ÏÍÑ-II.
Ñòàòüÿ óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî âòîðîì ðàçäåëå ââîäèòñÿ âåêòîðíûé

ôîðìàëèçì, ïîçâîëÿþùèé ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Â òðåòüåì ðàçäåëå
èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ÏÍÑ-II. Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå íà ÿçûêå âåê-
òîðíîãî ôîðìàëèçìà èçëàãàåòñÿ Ïîòòñ-ñòåêîëüíàÿ ìîäåëü àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè è
ïðîâîäèòñÿ åå ñðàâíåíèå ñ ÏÍÑ-II. Íåñêîëüêî îáùèõ çàìå÷àíèé îòíåñåíû â çàêëþ-
÷åíèå, à òåõíè÷åñêè ñëîæíûå äîêàçàòåëüñòâà âûíåñåíû â Ïðèëîæåíèå.
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2. Âåêòîðíûé ôîðìàëèçì

Ôàêòè÷åñêè, ÏÍÑ ðåàëèçóåò àññîöèàòèâíóþ ïàìÿòü Õîïôèëäîâà òèïà íà íåéðî-
íàõ, êîòîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â áîëüøåì ÷åì 2 ÷èñëå ñîñòîÿíèé. Ïîäîáíûå ìîäåëè
ðàññìàòðèâàëèñü è ðàíüøå - ñì., íàïðèìåð, [10-15]. Ñòàíäàðòíûé ïðèåì çäåñü ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ íåéðîíîâ ìîäåëèðóþòñÿ íå ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè (ñî
çíà÷åíèÿìè ±1 èëè 0/1), à âåêòîðíûìè, ïðè÷åì ÷èñëî èçîáðàæàþùèõ âåêòîðîâ áåðóò
ðàâíûì ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé íåéðîíîâ.

Â ÏÍÑ íåéðîíû ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç q ÷àñòîòíî ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé �
òåõ, ÷òî îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ
(1). Êðîìå òîãî, èç-çà íàëè÷èÿ ôàçû ïåðåäàâàåìûå ñèãíàëû èìåþò àìïëèòóäû ±1.
Ñ ó÷åòîì (3) èìååì:

1

τ

∫ τ

0
eı(ωl−ωl′ )tdt = δll′ , ãäå δll′ � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëèðóÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå íåéðîíû âåêòîðàìè, íåîáõîäèìî, âî-
ïåðâûõ, ñîïîñòàâèòü ÷àñòîòíî ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì íåéðîíà âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íûå âåêòîðû. È, âî-âòîðûõ, äâóì ñîñòîÿíèÿì, îòëè÷àþùèìñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî
ôàçîé, ñëåäóåò ñîïîñòàâèòü äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî çíàêó âåêòîðà åäèíè÷íîé äëè-
íû. Ýòèì òðåáîâàíèÿì ëåãêî óäîâëåòâîðèòü, ñîïîñòàâèâ l-ìó èç ÷àñòîòíî ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèé íåéðîíà l-é âåêòîð-îðò âåùåñòâåííîãî q-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, à äâóì âîç-
ìîæíûì çíà÷åíèÿì ôàçû ψ = {0, π} � çíàêè + è − ïåðåä òàêèì îðòîì:

(8)





exp(ıωlt) −→ el =




0
...
1
...
0




∈ Rq, l = 1, . . . , q;

κi = ± exp(ıωlit) −→ xi = xieli , xi = ±1, i = 1, . . . , N ; 1 ≤ li ≤ q.

Ñîñòîÿíèþ âñåé ñåòè îòâå÷àåò íàáîð èç N q-ìåðíûõ âåêòîðîâ: X = (x1,x2, . . . ,xN),
à èñõîäíûì îáðàçàì (2) � ñîâîêóïíîñòü ôèêñèðîâàííûõ ïàòòåðíîâ

(9) X(µ) = (x
(µ)
1 ,x

(µ)
2 , . . . ,x

(µ)
N ), x

(µ)
i = x

(µ)
i e

l
(µ)
i

, x
(µ)
i = ±1,





1 ≤ l
(µ)
i ≤ q;

µ = 1, . . . , p.

Ïîñêîëüêó íåéðîíû òåïåðü ñóòü q-ìåðíûå âåêòîðû, ìåæñâÿçü ìåæäó i-ì è j-ì íåé-
ðîíàìè ñëåäóåò çàäàâàòü íå ñêàëÿðîì, à (q× q)−ìàòðèöåé ìåæñâÿçè Tij. Ìàòðèöû
Tij äåéñòâóþò íà âåêòîðû xj ∈ Rq

Tijxj =
q∑

l=1

(Tijxj, el)el,
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ïðåâðàùàÿ èõ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îðòîâ el � àíàëîã ïàêåòà êâàçèìîíîõðîìàòè-
÷åñêèõ èìïóëüñîâ, êîòîðûé ïðèõîäèò ê i-ìó íåéðîíó îò j-ãî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ìåæñâÿçè (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óäîâëåòâîðèòü äâóì òðå-
áîâàíèÿì: 1) ìàòðèöû Tij äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ ñîñòîÿíèÿìè i-ãî è j-ãî íåéðîíîâ âî
âñåõ p ïàòòåðíàõ â äóõå Õåááîâñêîãî ïðàâèëà (4); 2) ìàòðèöû Tij äîëæíû ïðåîáðà-
çîâûâàòü âåêòîðû xj òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âîñïðîèçâîäèëèñü âñå îñîáåííîñòè ïðî-
öåññîâ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ, íà êîòîðûõ îñíîâàíà ÏÍÑ, �
ñîîòíîøåíèÿ (6) èëè (7). Ìàòðèöû Tij áóäóò îïðåäåëåíû íèæå, à ïîêà, ñ÷èòàÿ èõ
çàäàííûìè, îïðåäåëèì äèíàìèêó ñåòè èç âåêòîðîâ-íåéðîíîâ.

Ïóñòü X(t) = (x1(t),x2(t), . . . ,xN(t)) � ñîñòîÿíèå ñåòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ëî-
êàëüíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà i-é íåéðîí, äàåòñÿ âûðàæåíèåì

(10) hi(t) =
N∑

j=1

Tijxj(t) =
q∑

l=1

Ail(t)el, ãäå Ail(t) =
N∑

j=1

(Tijxj(t), el).

(Îáû÷íî óïîòðåáëÿåìûé ìíîæèòåëü 1/N çäåñü îïóùåí.) Ïóñòü Aik(t) � àìïëèòóäà,
íàèáîëüøàÿ ïî ìîäóëþ ñðåäè âñåõ àìïëèòóä Ail(t) â âûðàæåíèè (10):

(11)
| Aik(t) |= max | Ail(t) | .

1 ≤ l ≤ q

Ïîëîæèì, ÷òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè, t + 1, i-é íåéðîí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

(12) xi(t + 1) = sgn(Aik(t))ek.

Èíà÷å ãîâîðÿ, i-é âåêòîð-íåéðîí îðèåíòèðóåòñÿ â íàïðàâëåíèè, áëèæàéøåì ê íàïðàâ-
ëåíèþ ëîêàëüíîãî ïîëÿ hi(t). Ýòî è åñòü ýêâèâàëåíò ïðàâèëà "ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò
âñå".

Ýâîëþöèÿ ñåòè ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé ïåðåîðèåíòàöèè âåêòîðîâ-íåéðîíîâ
xi ïî ïðàâèëàì (11),(12). Óñëîâèìñÿ, ÷òî êîãäà ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèå
ïðèíèìàþò íåñêîëüêî àìïëèòóä è íåéðîí íàõîäèòñÿ â îäíîì èç ýòèõ íåóëó÷øàåìûõ
ñîñòîÿíèé, åãî ñîñòîÿíèå íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ìàòðèö
Tij âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Tji = T∗

ij, êàæäûé øàã ýâîëþöèè ñåòè áóäåò ñîïðîâî-
æäàòüñÿ ïîíèæåíèåì ýíåðãèè

E = −
N∑

i=1

(hi,xi) = −
N∑

i,j=1

(Tijxj,xi).

Ðàíî èëè ïîçäíî ñèñòåìà ñâàëèòñÿ â ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïî ýíåðãèè. Âñå íåéðîíû xi

áóäóò ïðè ýòîì îðèåíòèðîâàíû íåóëó÷øàåìûì îáðàçîì è ýâîëþöèÿ ñåòè ïðåêðàòèò-
ñÿ. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ñóòü íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèñòåìû. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
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óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû êîíôèãóðàöèÿ X áûëà íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ÿâëÿåòñÿ âûïîë-
íåíèå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

(13) (xi,hi) ≥| (el,hi) |, ∀ l = 1, . . . , q; ∀ i = 1, . . . , N.

Îïðåäåëèì, íàêîíåö, ìàòðèöû ìåæñâÿçè Tij. Äåëàåòñÿ ýòî ñ ïîìîùüþ íàáîðà èç
q2 ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö {All′}q

l,l′=1 ðàçìåðíîñòè (q × q), â ñîâîêóïíîñòè ìîäåëèðó-
þùèõ ïðîöåññ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ â ÏÍÑ. Äîñòèãàåòñÿ
ýòî òåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ìàòðèöû All′ ÿâíûì îáðàçîì óêàçûâàåòñÿ ïðàâèëî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ åþ îðòîâ el′′ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñóùåñòâîì èçáðàííîãî òèïà ïàðàìåòðè÷åñêîãî
÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàññìîòðåíèÿ [1,2] îòíîñèëèñü ê ÷åòûðåõ-
âîëíîâîìó ñìåøåíèþ (6). Íà âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì ÿçûêå ñîîòíîøåíèÿì (6) îòâå÷àþò
ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ îðòîâ el′′ :

All′el′′ =





el′′ , êîãäà l′ = l;

el, êîãäà l′ = l′′;

0 êîãäà l 6= l′ 6= l′′.

=⇒




Allel′′ = el′′ ;

All′el′′ = δl′,l′′el, l 6= l′,
∀ l, l′, l′′ = 1, . . . , q.

Ýòèìè ïðàâèëàìè îäíîçà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö 2:




All = I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà â Rq;

All′ = ele
+
l′ , êîãäà l 6= l′.

Ïàðàìåòðè÷åñêîìó ÷åòûðåõâîëíîâîìó ñìåøåíèþ (7) îòâå÷àþò äðóãèå ïðàâèëà ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ îðòîâ el′′ è, ñîîòâåòñòâåííî, íåñêîëüêî îòëè÷àþùèéñÿ íàáîð ýëåìåíòàðíûõ
ìàòðèö:

(14) All′el′′ = δl′,l′′el =⇒ All′ = ele
+
l′ , ∀ l, l′, l′′ = 1, . . . , q.

Ôàêòè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö All′ ìîäåëèðóåòñÿ ïàðöèàëüíûé
àêò ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ (5):

A
l
(µ)
i l

(µ)
j

xj ⇐⇒ ω
l
(µ)
i
− ω

l
(µ)
j

+ ωlj → {ωl}q
1.

2Ñîãëàñíî ôèçè÷åñêîé òðàäèöèè çàïèñü All′ = ele+
l′ îçíà÷àåò (q × q)-ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ôîð-

ìàëüíûì óìíîæåíèåì q-ìåðíîãî âåêòîð-ñòîëáöà el íà q-ìåðíóþ âåêòîð-ñòðîêó e+
l′ . Âåðõíèé èíäåêñ

"+"çäåñü îçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Â ýòîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé óìíîæåíèå q-ìåðíîé
âåêòîð-ñòðîêè y+ íà q-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö z åñòü ïðîñòî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ q-ìåðíûõ
âåêòîðîâ: y+z = (y, z). Ïîëüçóÿñü àññîöèàòèâíîñòüþ ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, äåéñòâèå ìàòðèöû
xy+ íà âåêòîð z ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: (xy+)z = x(y+z) = x(y, z).
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Òîãäà, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü òðåáîâàíèþ 1), ïðåäúÿâëÿþùåìóñÿ ê ìàòðèöàì Tij,
íåîáõîäèìî âçÿòü èõ â âèäå

(15)





Tij =
∑p

µ=1 A
l
(µ)
i l

(µ)
j

, i 6= j;

Tii = 0;
i, j = 1, . . . , N.

Äåéñòâèå ìàòðèöû Tij (15) íà âåêòîð xj ìîäåëèðóåò ïðîöåññ ïðåîáðàçîâíèÿ (ij)-é
ìåæñâÿçüþ èìïóëüñà ωlj â äóõå Õåááîâñêîãî ïðàâèëà (4).

Çàìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî ïðè q = 1 ÏÍÑ ïåðåõîäèò â ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü
Õîïôèëäà: âåêòîðû xi (8) ïðåâðàùàþòñÿ â îáû÷íûå áèíàðíûå ïåðåìåíûå xi = ±1, à
âñå îñòàëüíîå â âûðàæåíèÿõ (9)-(15) ïðîñòî êîïèðóåò ìîäåëü Õîïôèëäà.

3. ÏÍÑ-II

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÏÍÑ, óñòðîåííàÿ íà îñíîâå ñåìåéñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ìàòðèö (14). Ñîãëàñíî (15), ìàòðèöà ìåæñâÿçè ìåæäó i-ì è j-ì íåéðîíàìè
äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Tij =
p∑

µ=1

x
(µ)
i x

(µ)+
j , i 6= j,

à ëîêàëüíîå ïîëå, äåéñòâóþùåå íà i-é âåêòîð-íåéðîí xi, èìååò âèä:

(16) hi =
p∑

µ=1

x
(µ)
i

N∑

j=1(6=i)

(xj,x
(µ)
j ) =

q∑

l=1

Ailel, ãäå Ail =
N∑

j=1(6=i)

p∑

µ=1

(x
(µ)
i , el)(xj,x

(µ)
j ).

Ñ ïîìîùüþ (16) ìîæíî äîêàçàòü íåñêîëüêî îáùèõ óòâåðæäåíèé îòíîñèòåëüíî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê ÏÍÑ-II (îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìîäåëè Õîïôèëäà).

1) Åñëè X � íåïîäâèæíïÿ òî÷êà ñåòè, òî è îáðàòíàÿ ê íåé êîíôèãóðàöèÿ
−X = (−xl1 ,−xl2 , . . . ,−xlN ) òîæå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

2) Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè çíàêîâ ïåðåä ïàò-
òåðíàìè {X(µ)}p

µ=1.
3) Åñëè ÷èñëî ïàòòåðíîâ p ≤ 2, òî åäèíñòâåííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñåòè

áóäóò ñàìè ýòè ïàòòåðíû.
Äàäèì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêóþ îöåíêó åìêîñòè ïàìÿòè ÏÍÑ-II ïðè N À 1. Ïóñòü

íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì ñåòè ÿâëÿåòñÿ èñêàæåííûé m-é ïàòòåðí

X̃(m) = (a1b̂1x
(m)
1 , a2b̂2x

(m)
2 , . . . , aN b̂Nx

(m)
N ).

Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {ai}N
1 è {b̂i}N

1 çàäàþò ìóëüòèïëèêàòèâíûé øóì.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ai ñ âåðîÿòíîñòüþ a ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −1, à ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 − a � çíà÷åíèå 1. Ñëó÷àéíûé îïåðàòîð b̂i ñ âåðîÿòíîñòüþ b èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå
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i-ãî íåéðîíà íà äðóãîå, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − b îñòàâëÿåò âåêòîð x
(m)
i íåèçìåííûì.

Èíûìè ñëîâàìè, a îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ïî çíàêó, à b � âåðîÿòíîñòü èñ-
êàæåíèÿ âåêòîð-ñîñòîÿíèÿ íåéðîíà. Îöåíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ m-é ïàòòåðí áóäåò
ðàñïîçíàâàòüñÿ ñåòüþ ïðàâèëüíî. Àìïëèòóäû Ail (16) èìåþò âèä

Ail =





(e
l
(m)
i

,x
(m)
i )

∑N−1
j=1 ξj+

∑L
r=1 ηr äëÿ l = l

(m)
i ;

∑L
r=1 ηr äëÿ l 6= l

(m)
i ,

ãäå ξj = aj(x
(m)
j , b̂jx

(m)
j ), ηr ≡ η

(µ)
j (l) = aj(el,x

(µ)
i )(x

(µ)
j , b̂jx

(m)
j ), j = 1, . . . , N, j 6= i,

µ = 1, . . . , p, µ 6= m è äëÿ ïðîñòîòû âåëè÷èíû η ïðîèíäåêñèðîâàíû îáîáùåííûì
èíäåêñîì r = (j, µ), êîòîðûé ïðèíèìàåò L = (N − 1)(p − 1) ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé:
r = 1, . . . , L; çàâèñèìîñòü âåëè÷èí η îò èíäåêñà l â äàëüíåéøåì íèêàêîé ðîëè íå
èãðàåò.

Äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî íàáîðà ïàòòåðíîâ {X(µ)}p
µ=1 ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξj è ηr

íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèÿ

(17) ξj =





+1 ñ âåðîÿòí. (1− b)(1− a),

0 ñ âåðîÿòí. b,

−1 ñ âåðîÿòí. (1− b)a;

ηr =





+1 ñ âåðîÿòí. 1/2q2,

0 ñ âåðîÿòí. 1− 1/q2,

−1 ñ âåðîÿòí. 1/2q2.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû i-é íåéðîí ïåðåøåë â ñîñòîÿíèå x
(m)
i , îäíîâðåìåííî äîëæíî âûïîë-

íÿòüñÿ

sgn(A
il

(m)
i

) = (e
l
(m)
i

,x
(m)
i ),

N−1∑

j=1

ξj + (e
l
(m)
i

,x
(m)
i )

L∑

r=1

ηr ≥|
L∑

r=1

ηr | .

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò îøèáêà ðàñïîçíàâàíèÿ âåêòîð-êîîðäèíàòû x
(m)
i . Ïî-

ñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (e
l
(m)
i

,x
(m)
i )ηr èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå, ÷òî è ηr, âå-

ðîÿòíîñòü îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

(18) Pri = Pr





N−1∑

j=1

ξj +
L∑

r=1

ηr < 0



 .

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè (18) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåõíèêîé ×åáûøåâà-×åðíîâà
[7,8] (ñì. Ïðèëîæåíèå). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè
îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ ïàòòåðíà X(m):

(19) Prerr ≤ N exp

(
−N(1− 2a)2

2p
q2(1− b)2

)
.

Ñ ðîñòîì N âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, åñëè p ðàñòåò
ìåäëåííåå, ÷åì

(20) pc =
N(1− 2a)2

2 ln N
q2(1− b)2.
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Îöåíêó (20) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèæèìóþ åìêîñòü ïàìÿòè
ÏÍÑ-II.

Ïðè q = 1 âûðàæåíèÿ (19),(20) ïðåâðàùàþòñÿ â èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìîäåëè
Õîïôèëäà (â ýòîì ñëó÷àå b = 0). Ñ ðîñòîì q ýêñïîíåíöèàëüíî ñïàäàåò âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ (19) � ñóùåñòâåííî ðàñòåò ïîìåõîóñòîé÷èâîñòü ñåòè. Îäíî-
âðåìåííî ïðîïîðöèíàëüíî q2 ðàñòåò è åìêîñòü ïàìÿòè (20). Â îòëè÷èå îò ìîäåëè
Õîïôèëäà îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ýôôåêòèâíîå çàïîìèíàíèå áîëüøåãî ÷åì N ÷èñ-
ëà ïàòòåðíîâ p. Íà ðèñóíêå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà
çàâèñèìîñòü âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ Prec = 1 − Prerr îò âåëè÷èíû
÷àñòîòíîãî øóìà b (â ïðîöåíòàõ) ïðè ÷èñëå ïàòòåðíîâ âäâîå áîëüøåì ÷èñëà íåéðî-
íîâ: α = p/N = 2; èñêàæåíèÿ ïî çíàêó çäåñü îòñóòñòâóþò (a = 0). Ìû âèäèì, ÷òî
äëÿ q = 20 ïðàêòè÷åñêè ñî 100%íîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò ïðàâèëüíî âîññòàíîâëåí
ëþáîé èç ïàòòåðíîâ, çàøóìëåííûé íå áîëåå ÷åì íà 70%, à äëÿ q = 30 � ëþáîé ïàò-
òåðí, çàøóìëåííûé íå áîëåå ÷åì íà 85%. Ìàøèííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò
ýòè îöåíêè.

4. Ïîòòñ-ñòåêîëüíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü

Â ïðîøëîì óæå ðàññìàòðèâàëèñü ìîäåëè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè ñ íåéðîíàìè, êî-
òîðûå ìîãóò íàõîäèòüñÿ â áîëüøåì ÷åì äâà ÷èñëå ñîñòîÿíèé � ñì., íàïðèìåð, [5,10-
15]. Âñå ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûìè îò èçâåñòíîé ìîäåëè Ïîòòñà ìàãíåòèêà,
êîòîðàÿ îáîáùàåò ìîäåëü Èçèíãà íà ñëó÷àé ñïèíîâîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùåé íå
äâà çíà÷åíèÿ ±1, à ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî q ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé [16,17]. Âî âñåõ ñëó÷à-
ÿõ ïåðåõîä îò ìîäåëè ìàãíåòèêà ê ìîäåëè íåéðîííîé ñåòè ïðîèñõîäèë ïî îäíîé è òîé
æå ñõåìå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ìîäåëü Èçèíãà áûëà â ñâîå âðåìÿ ñâÿçàíà ñ ìîäåëüþ
Õîïôèëäà [18]. À èìåííî, õàðàêòåðíîå äëÿ ôèçè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèé êîðîòêîäåé-
ñòâóþùåå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ñïèíàìè çàìåíÿëîñü ìåæñâÿçÿìè
Õåááîâñêîãî òèïà ìåæäó âåêòîðàìè-íåéðîíàìè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþùåãî â ñèñòå-
ìå äàëüíîäåéñòâèÿ îêàçûâàëîñü âîçìîæíûì ïðèìåíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ñóììû ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ è ïîñòðîèòü ôàçîâóþ äèàãðàììó ñèñòåìû.
Ðàçëè÷íûå îáëàñòè ôàçîâîé äèàãðàììû èíòåðïðåòèðîâàëèñü çàòåì â òåðìèíàõ ñïî-
ñîáíîñòè èëè íåñïîñîáíîñòè ñåòè ê âîññòàíîâëåíèþ èñêàæåííûõ ïàòòåðíîâ.

Â ïëàíàðíîé ìîäåëè Ïîòòñà â êà÷åñòâå ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçóþòñÿ q

ñèììåòðè÷íî íàïðàâëåííûõ âåêòîðîâ, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïëàíàðíàÿ ìî-
äåëü áûëà ïåðåôîðìóëèðîâàíà íà ÿçûê íåéðîííûõ ñåòåé â [10] (clock neural network).
Åìêîñòü ïàìÿòè ýòîé ñåòè ìåíüøå, ÷åì ó ìîäåëè Õîïôèëäà.

Â ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Ïîòòñà ñïèíîâûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ q âåêòîðîâ,
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ñëóæàùèõ ðåáðàìè (q − 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà. Ýòà ìîäåëü ïîñëóæèëà ïðîîáðàçîì
äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ Potts-glass neural network (PGNN). Âàðèàíò PGNN ñ èçîòðîï-
íûì ãàìèëüòîíèàíîì [12] îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ èíâàðèàíòíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ
îáðàçîâ. Åìêîñòü ïàìÿòè ýòîé ñåòè ìàêñèìàëüíà ïðè q = 2, êîãäà ñåòü ïåðåõîäèò â
ìîäåëü Õîïôèëäà. Ñ ðîñòîì q åìêîñòü ïàìÿòè èçîòðîïíîé PGNN ïàäàåò. Âàðèàíò
PGNN ñ àíèçîòðîïíûì ãàìèëüòîíèàíîì (APGNN), ïðåäëîæåííûé â [11] è ðàçâèòûé
â [13-15], îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì ê ïàðàìåòðè÷åñêîé íåéðîííîé ñåòè êàê ïî
ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì, òàê è ïî èäåîëîãèè. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ôîðìàëèçìà
APGNN ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñåòü ñîñòàâëåíà èç N íåéðîíîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì
èç q ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé. l-å ñîñòîÿíèå íåéðîíà èçîáðàæàåòñÿ q-ìåðíûì âåêòîðîì
dl, ó êîòîðîãî l-ÿ êîîðäèíàòà ïðîïîðöèîíàëüíà q − 1, à âñå îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
ïðîïîðöèîíàëüíû −1:

(21) dl =
1

q




−1
...

q − 1
...
−1




, l = 1, . . . , q.

Ñîñòîÿíèå i-ãî íåéðîíà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì xi = dli , 1 ≤ li ≤ q. Ñîñòîÿíèå âñåé
ñåòè çàäàåòñÿ íàáîðîì N òàêèõ q-ìåðíûõ âåêòîðîâ X = (x1,x2, . . . ,xN), à èñõîäíûå
îáðàçû � ñîâîêóïíîñòüþ p ïàòòåðíîâ

X(µ) = (x
(µ)
1 ,x

(µ)
2 , . . . ,x

(µ)
N ), x

(µ)
i = d

l
(µ)
1

, µ = 1, . . . , p, 1 ≤ l
(µ)
i ≤ q.

Êàê è â ÏÍÑ, ìåæñâÿçü ìåæäó i-ì è j-ì íåéðîíàìè çàäàåòñÿ (q × q)-ìàòðèöåé Tij,
êîòîðàÿ â äóõå Õåáîâñêîãî ïðàâèëà (15) àêêóìóëèðóåò ñîñòîÿíèÿ i-ãî è j-ãî íåéðîíîâ
âî âñåõ p ïàòòåðíàõ

Tij = (1− δij)
p∑

µ=1

B
l
(µ)
i l

(µ)
j

.

Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû Bll′ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

(22) Bll′ = dld
+
l′ =⇒ Bll′dl′′ = (δl′,l′′ − 1/q)dl, ∀ l, l′, l′′ = 1, . . . , q.

Ëîêàëüíîå ïîëå hi, äåéñòâóþùåå íà i-é íåéðîí, èìååò âèä

hi =
p∑

µ=1

x
(µ)
i

N∑

j=1(6=i)

(xj,x
(µ)
j ),
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à äèíàìèêà ñåòè çàäàåòñÿ ïðàâèëîì: â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè i-é íåéðîí ïåðå-
õîäèò â ñîñòîÿíèå, ìàêñèìèçèðóþùåå (dl,hi(t)),

xi(t + 1) = dl, ãäå (dl,hi(t)) ≥ (dl′ ,hi(t)) ∀ l′ = 1, . . . , q.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè q = 2 APGNN ýêâèâàëåíòíà ñòàíäàðòíîé ìîäåëè Õîïôèëäà
[11]. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî APGNN-äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñîäåðæèò qN òî÷åê (ðàç-
ëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé). Äëÿ APGNN îòñóòñòâóåò ïîíÿòèå î êîíôèãóðàöèè −X, îá-
ðàòíîé ê X: â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñèñòåìû òàêèå êîíôèãóðàöèè ïðîñòî íå âîçíèêíóò.
Ñîîòâåòñòâåííî, ãîâîðèòü î ñâîéñòâàõ 1), 2) ÏÍÑ-II çäåñü íå ïðèõîäèòñÿ (ñì. ïðåäû-
äóùèé ðàçäåë). Îäíàêî ñâîéñòâî 3) èìååò ìåñòî è äëÿ APGNN: åñëè ÷èñëî ïàòòåðíîâ
p ≤ 2, òî (ïðè ëþáîì q) åäèíñòâåííûìè íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè ñåòè áóäóò ñàìè ýòè
ïàòòåðíû.

Ìîæíî îöåíèòü åìêîñòü ïàìÿòè APGNN ïðè N À 1. Ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëî-
ãè÷íûå òåì, ÷òî äåëàëèñü â ñëó÷àå ÏÍÑ, äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî íàáîðà ïàòòåðíîâ
ïîëó÷èì:

(23) Prerr = N exp

{
−N

2p

q(q − 1)

2
(1− b̄)2

}
,

(24) pc =
N

2 ln N

q(q − 1)

2
(1− b̄)2, ãäå b̄ =

q

q − 1
b.

Ïðè q = 2 ýòè âûðàæåíèÿ ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûå îöåíêè äëÿ ìîäåëè Õîïôèëäà. Â
òî æå âðåìÿ ïðè q >> 1 åìêîñòü ïàìÿòè APGNN â äâà ðàçà ìåíüøå åìêîñòè ïàìÿòè
ÏÍÑ-II � ñð. (24) ñ (20) ïðè íóëåâîì ÷àñòîòíîì øóìå a = 0. Ýòà äâîéêà ñòàíîâèòñÿ
ñóùåñòâåííîé, êîãäà ðå÷ü çàõîäèò î ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè ñåòè: äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèá-
êè ðàñïîçíàâàíèÿ ýòà äâîéêà ïîïàäàåò â ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû (ñì. (19) è (23)), ÷òî
âåäåò ê çàìåòíîìó ñíèæåíèþ ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè APGNN ïî ñðàâíåíèþ ñ ÏÍÑ-II.
Ýòî õîðîøî âèäíî íà ðèñóíêå, ãäå äëÿ APGNN øòðèõîâîé ëèíèåé ïîêàçàíà çàâèñè-
ìîñòü âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ Prec îò âåëè÷èíû ÷àñòîòíîãî øóìà b

ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è äëÿ ÏÍÑ-II (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ). Ïðåâîñõîäñòâî ÏÍÑ-II
íàä APGNN âïîëíå î÷åâèäíî.

Ñðàâíèâàÿ ìåæäó ñîáîé ÏÍÑ-II è APGNN, îòìåòèì ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî.
Ýòè ìîäåëè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íàáîðàìè áàçèñíûõ
âåêòîðîâ (8) è (21) è òåì, êàê ýòè âåêòîðû ïðåîáðàçóþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåìåí-
òàðíûõ ìàòðèö (14) è (22) ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ðàçëè÷èÿ ýòè, íà íàø âçãëÿä,
íå ñòîëü óæ âåëèêè. Â ñàìîì äåëå, â ÏÍÑ-II ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà All′ (14), äåé-
ñòâóÿ íà l′′-é áàçèñíûé âåêòîð, ïåðåâîäèò åãî â l-é áàçèñíûé âåêòîð òîëüêî òîãäà,
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êîãäà ñîâïàäàþò èíäåêñû l′ è l′′ � âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âåêòîð el′′ ïåðåâî-
äèòñÿ â íîëü. Çäåñü ðàáîòàåò ïðèíöèï íåñîèçìåðèìîñòè ÷àñòîò, âûäâèíóòûé â [1,2]
êàê ñðåäñòâî ïîäàâëåíèÿ øóìîâ: èç ìàññû âîçìîæíûõ ñîáûòèé (êîìáèíàöèé èíäåê-
ñîâ l′, l′′) îòôèëüòðîâûâàåòñÿ òîëüêî îäíî (ñîâïàäåíèå èíäåêñîâ), à âñå îñòàëüíûå
èãíîðèðóþòñÿ. Ïðèíöèï, ïîëîæåííûé â îñíîâó APGNN, âûãëÿäèò ïîëíîé ïðîòèâî-
ïîëîæíîñòüþ: ýëåìåíòàðíàÿ ìàòðèöà Bll′ (22) âñåãäà ïåðåâîäèò l′′-é áàçèñíûé âåêòîð
â l-é. Îäíàêî ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòà êàæóùàÿñÿ. Ïîòîìó ÷òî, êîãäà èíäåêñû l′ è
l′′ ñîâïàäàþò, l-é âåêòîð ñíàáæàåòñÿ áîëüøîé ïîëîæèòåëüíîé àìïëèòóäîé ïîðÿäêà
q − 1, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ � ìàëåíüêîé îòðèöàòåëüíîé àìïëèòóäîé ïîðÿäêà
−1. Èíà÷å ãîâîðÿ, â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå çäåñü ðåàëèçîâàí òîò æå ñàìûé ïðèíöèï
íåñîèçìåðèìîñòè ÷àñòîò. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî áëèçîñòü õàðàêòåðèñòèê îáåèõ ìîäåëåé
îáóñëîâëåíà èìåííî ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñëó÷àå ÏÍÑ íåéðîí ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç 2q ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé,
ïîñêîëüêó èçîáðàæàþùèå âåêòîðû xi õàðàêòåðèçóþòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ïîëî-
æåíèåì â ïðîñòðàíñòâå è çíàêîì îðèåíòàöèè. Ýòè äâå õàðàêòåðèñòèêè ïîëíîñòüþ
íåçàâèñèìû, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ëåæàùåé â îñíîâå ÏÍÑ îïòè÷åñêîé ìîäåëüþ: ó êâàçè-
ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, êîòîðûìè îáìåíèâàþòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèå íåéðîíû,
ñáîé ïî ôàçå (èíâåðñèÿ çíàêà) ìîæåò áûòü âûçâàí îäíèìè ïðè÷èíàìè, à ñáîé ïî
÷àñòîòå (íåïðàâèëüíàÿ îðèåíòàöèÿ âåêòîðà) � ñîâñåì äðóãèìè.

Â ñëó÷àå ïîòòñîâñêèõ íåéðîñåòåé ó âåêòîðîâ-íåéðîíîâ xi çíàê îòñóòñòâóåò è íåé-
ðîí ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç q ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé. Ýòî îãðàíè÷åíèå óíàñëå-
äîâàíî îò ìîäåëè Ïîòòñà ìàãíåòèêà è, âîîáùå ãîâîðÿ, íîñèò ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Â
ïðèíöèïå, ìîæíî ðàññìîòðåòü âàðèàíò APGNN-ìîäåëè, äîïóñêàþùèé ïåðåä âåêòî-
ðàìè xi çíàêè ±, ñêîððåêòèðîâàâ ïðè ýòîì è äèíàìè÷åñêîå ïðàâèëî â äóõå ñîîòíîøå-
íèÿ (11). Ïî åìêîñòè ïàìÿòè è ïîìåõîóñòîé÷èâîñòè òàêîé âàðèàíò APGNN, ñêîðåå
âñåãî, ñðàâíÿåòñÿ ñ ÏÍÑ-II. Ñ òî÷êè çðåíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ýòî, îäíàêî, íàâðÿä ëè
èìååò êàêîé-òî ñìûñë.

Âî-ïåðâûõ, â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè ÏÍÑ-ñõåìà ïðåäïî÷òèòåëüíåå APGNN-
ñõåìû, ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëó÷àå è áàçèñíûå âåêòîðû, è ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû â
âûñîêîé ñòåïåíè ðàçðåæåíû. Âî-âòîðûõ, åñëè ãîâîðèòü î ðåàëèçàöèè ìîäåëè â âè-
äå óñòðîéñòâà, ïðåèìóùåñòâî äîëæíî áûòü îòäàíî ÏÍÑ. Â ñóùíîñòè, ÏÍÑ ÿâëÿåò-
ñÿ àäàïòàöèåé ê ÿçûêó íåéðîííûõ ñåòåé òåõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ðåàëüíî ïðîèñõî-
äÿò ïðè ïåðåäà÷å ñèãíàëîâ ïî îïòè÷åñêèì êàíàëàì. È âîïðîñ î ðåàëèçàöèè ÏÍÑ â
âèäå îïòè÷åñêîãî óñòðîéñòâà ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î òîì, ïîçâîëÿåò ëè ñîâðåìåííàÿ
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òåõíîëîãèÿ âîñïðîèçâîäèòü ýòè ïðîöåññû â "æåëåçå"è óïðàâëÿòü èìè. Â çíà÷èòåëü-
íîé ìåðå, ýòî âîïðîñ òåõíîëîãèè. Ïîòòñîâñêèå íåéðîñåòè òîæå îðèåíòèðîâàíû íà
îáðàáîòêó öâåòíûõ èçîáðàæåíèé, îäíàêî èõ ðåàëèçàöèÿ â âèäå óñòðîéñòâà òðåáóåò, â
ïåðâóþ î÷åðåäü, âûÿñíåíèÿ òîãî, íà êàêèõ ôèçè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ òàêîå óñòðîéñòâî
áóäåò ðàáîòàòü. Ïîòòñîâñêèå íåéðîñåòè ÿâëÿþòñÿ àäàïòàöèåé ê ÿçûêó íåéðîííûõ ñå-
òåé ñòàòôèçè÷åñêèõ àñïåêòîâ òåîðèè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. È ïðèõîäèòñÿ
ëèøü óäèâëÿòüñÿ òîìó, íàñêîëüêî áëèçêèì îêàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì
APGNN ê åñòåñòâåííîìó ÿçûêó ïðîáëåìàòèêè, ñâÿçàííîé ñ ïåðåäà÷åé è îáðàáîòêîé
îïòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè åìêîñòè ïàìÿòè ÏÍÑ-II îöåíèì ïðè N À 1 îøèáêó
ðàñïîçíàâíèÿ Pri (18) i-é âåêòîð-êîîðäèíàòû x

(m)
i çàøóìëåííîãî m-ãî ïàòòåðíà:

Pri = Pr





N−1∑

j=1

ξj +
L∑

r=1

ηr < 0



 ≤ Pr





N−1∑

j=1

ξj +
L∑

r=1

ηr ≤ 0



 = Pr



−

N−1∑

j=1

ξj −
L∑

r=1

ηr ≥ 0



 .

Òîãäà, èñïîëüçóÿ èçâåñòíóþ òåõíèêó ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê ×åáûøåâñêîãî òèïà,
äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z > 0 ïîëó÷àåì:

Pri ≤ exp


z


−

N−1∑

j=1

ξj −
L∑

r=1

ηr





 =

(
exp(−zξj)

(
exp(−zηr)

)p−1
)N−1

.

×åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âñåì âîçìîæíûì ðåàëèçàöèÿì, à ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξj è ηr.

Ñ ó÷åòîì (17) ëåãêî ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíèõ

exp(−zξj) = (1− a)(1− b)e−z + b + a(1− b)ez, exp(−zηr) = e−z/2q2 + 1− 1/q2 + ez/2q2.

Äåëàÿ çäåñü çàìåíó ïåðåìåííûõ ez = x è ââîäÿ ôóíêöèè f1(x) è f2(x),

f1(x) = a(1− b)x + b +
(1− a)(1− b)

x
, f2(x) =

1

2q2

(
x +

1

x

)
+ 1− 1

q2
,

ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì x äëÿ Pri ñïðàâåäëèâî:

(25) Pri ≤
(
f1(x)f p−1

2 (x)
)N−1

.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèíèçøåé îöåíêè âåðîÿòíîñòè Pri íåîáõîäèìî îòûñêàòü çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé x, ìèíèìèçèðóþùåå ïðàâóþ ÷àñòü (25). Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

(p− 1)(x2 − 1) +
a(1− b)x2 − (1− a)(1− b)

a(1− b)x2 + bx + (1− a)(1− b)
(x2 + 2(q2 − 1)x + 1) = 0.
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Â ñëó÷àå p À 1 èíòåðåñóþùèé íàñ êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî 1/p, ðàâåí x1 = 1 + q2(1 − 2a)(1 − b)/(p − 1).
Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå x â ïðàâóþ ÷àñòü (25), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó âå-
ðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ âåêòîð-êîîðäèíàòû x

(m)
i :

Pri ≤
(

1− q2(1− 2a)2(1− b)2

2(p− 1)

)N−1

∼= exp

(
−N(1− 2a)2

2p
· q2(1− b)2

)
,

×òî äàåò îöåíêó (19) äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ ïàòòåðíà X(m).
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Ïîäïèñè ê ðèñóíêàì

Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ Prec = 1−Prerr êàê ôóíêöèÿ ÷àñòîòíîãî
øóìà b (â ïðîöåíòàõ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q = 5, 10, 20, 30 ïðè ÷èñëå ïàòòåðíîâ
âäâîå áîëüøåì ÷èñëà íåéðîíîâ α = p/N = 2: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
íåéðîííàÿ ñåòü (ÏÍÑ-II), øòðèõîâàÿ ëèíèÿ � Ïîòòñ-ñòåêîëüíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ïà-
ìÿòü (APGNN).
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