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ГЛАВА 1. ВВЕДЕНИЕ 

§1.1. Актуальность темы 

Задачи дискретной оптимизации [1-8] широко распространены и 

встречаются практически во всех сферах человеческой деятельности. 

Многочисленные проблемы в математике, статистике, технике, науке, 

медицине и экономике могут рассматриваться как проблемы оптимизации. 

Задачей оптимизации является нахождение решения, которое удовлетворяет 

системе ограничений и максимизирует или минимизирует целевую функцию. 

Наиболее известными задачами дискретной оптимизации являются задача о 

рюкзаке, задача о коммивояжере, задача планирования вычислений для 

многопроцессорной системы, выбор оптимальной структуры 

автоматизированной системы управления и т.д. Решение этих задач связано с 

рядом трудностей. Например, полный перебор возможных решений, как 

правило, невозможен из-за большого объема вычислений. Из-за 

дискретности пространства решений неприменимы многие приемы, 

разработанные в математическом программировании, например, движение по 

направлению градиента, переход из одной точки допустимых решений в 

другую и т.д. Однако для большинства прикладных задач достаточно 

получить хорошее приближенное решение. За счет отказа от поиска точного 

решения часто удается построить простые алгоритмы для сложных задач. 

Поэтому на практике часто используются приближенные методы как 

альтернатива полному перебору [9-14].  

Большое значение имеют вопросы эффективности алгоритмов решения 

задач дискретной оптимизации [1, 15]. Для дискретных задач не всегда 

пригодны критерии оценки эффективности алгоритмов оптимизации, 

используемые для непрерывных задач. Состояние теории в настоящее время 

не позволяет указать универсальные количественные, и даже качественные 

оценки эффективности вычислительных алгоритмов. Такие оценки дает лишь 

вычислительная практика. 
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При решении задач дискретной оптимизации характерным приемом 

является разбиение задачи на подзадачи или ветвление. Полученные 

подзадачи либо решают, либо, в свою очередь, применяют к ним процедуру 

ветвления. Решение всей задачи получается в результате анализа всех 

подзадач наиболее низкого уровня ветвления. 

Основными методами дискретной оптимизации являются метод ветвей 

и границ, динамическое программирование, метод отсечений, генетические 

алгоритмы, нейросетевые алгоритмы. 

В методе ветвей и границ [16] из рассматриваемой задачи получаются 

две подзадачи путем специального разбиения пространства решений и 

отбрасывания областей, заведомо не содержащих решения исходной задачи. 

В случае, когда целочисленные переменные являются булевыми, обычно 

используется аддитивный алгоритм (метод Балаша [17]). Метод ветвей и 

границ позволяет получать хорошие результаты, но только при малых 

размерностях задачи (N=50-60) [18-21]. 

Метод динамического программирования [22-25] применяется для 

решения динамических, т.е. меняющихся во времени, или многошаговых 

оптимизационных задачах. Метод строится на основе принципа 

оптимальности: оптимальное поведение в многошаговом процессе обладает 

тем свойством, что, какими бы ни были решение, принятое на последнем 

шаге, и состояние процесса перед последним шагом, предыдущие решения 

должны составлять оптимальное относительно этого состояния поведение. 

Таким образом, метод динамического программирования можно представить 

в виде трех этапов: 

1. Исходная задача разбивается на подзадачи меньшего размера. 

2. Находится оптимальное решение подзадач, рекурсивно применяя к 

каждой подзадаче тот же трехэтапный алгоритм, пока решение 

подзадачи не будет очевидно. 

3. Используются решения подзадач для формирования решения исходной 

задачи. 



 5

Важным достоинством метода динамического программирования 

является его предсказуемость, т.е. возможность теоретически оценить объем 

вычислительной работы и объем занимаемой памяти. К недостаткам метода 

относится потребность в большом объеме памяти, а также сложность его 

катастрофически возрастает с увеличением размерности задачи. 

Исходной задачей методов отсечений [26-29], используемых для 

решения линейных целочисленных задач, является задача с ослабленными 

ограничениями, которая возникает в результате исключения требования 

целочисленности переменных. По мере введения специальных 

дополнительных ограничений, учитывающих требование целочисленности, 

область допустимых решений ослабленной задачи постепенно изменяется до 

тех пор, пока координаты оптимального решения не станут целочисленными. 

Вводимые дополнительные ограничения отсекают некоторые области 

допустимых решений, в которых отсутствуют точки с целочисленными 

координатами. Примером метода отсечений является метод Гомори [17], 

основным недостатком которого является его достаточно медленная 

сходимость. 

В основе генетических алгоритмов [30] лежит принцип естественного 

отбора (выживания сильнейшего или наиболее приспособленного). Вкратце, 

стандартный генетический алгоритм можно описать следующим образом: 

1. Формируется начальная популяция решений задачи (некоторый набор 

векторов). 

2. После проверки всех векторов, выбираются два, стартуя из которых, 

система сошлась в состояния соответствующие двум лучшим 

минимумам (операция селекции). 

3. К векторам применяется операция скрещивания, в результате которой, 

получается новый вектор. 

4. К полученному вектору   применяется операция мутации, т.е., над 

вектором   производятся небольшие случайные модификации. 
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5. Решение   добавляется в популяцию, при этом из нее удаляется 

решение, соответствующее худшему минимуму. 

6. Шаги с 1-го по 5-й выполняются до тех пор, пока популяция не будет 

состоять из векторов доставляющих самые оптимальные решения, 

согласно определенным заранее критериям. 

Существует большое число [31-38], всевозможных модификаций 

описанного выше генетического алгоритма. Все они в той или иной мере 

справляются с задачей комбинаторной оптимизации. Однако у этих 

алгоритмов есть существенный недостаток – время работы. 

Искусственные нейронные сети [39-43] — математические модели, а 

также их программные или аппаратные реализации, построенные по 

принципу организации и функционирования биологических нейронных сетей 

— сетей нервных клеток живого организма. Это понятие возникло при 

изучении процессов, протекающих в мозге, и при попытке смоделировать эти 

процессы. ИНС позволяют быстро находить приближенные решения задач 

дискретной оптимизации больших размерностей (N>1000). Однако нейросети 

также критичны к требованиям оперативной памяти и вычислительной 

сложности. 

Как следует из выше сказанного требования к оперативной памяти и 

вычислительной сложности остаются слабыми местами всех известных 

оптимизационных алгоритмов. Поэтому по сей день остается актуальной 

задача построения и модификации алгоритмов с целью увеличения их 

производительности и снижения требований на вычислительные ресурсы. 
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§1.2. Нейронные сети и модель Хопфилда 

Теория искусственных нейронных сетей – одна из областей 

математики, существующая уже более полувека и активно развивающаяся по 

настоящее время. Создание искусственных нейронных сетей было вызвано 

попытками понять принципы работы человеческого мозга. Однако, в 

сравнении с человеческим мозгом, искусственные нейронные сети сегодня 

представляют собой весьма упрощенные абстракции. Основные результаты в 

этой области связаны с именами У. Маккалоха (W. McCulloch) [44], У. 

Питтса (W. Pitts) [44], Д. Хебба (D. Hebb) [45], Ф. Розенблатта (F. Rosenblatt) 

[46], М. Минского (M. Minsky) [47] и Дж. Хопфилда (J. Hopfield) [48]. 

Область применения нейронных сетей довольно обширна. С их помощью 

можно успешно решать такие задачи как распознавание образов, 

классификация, идентификация, прогнозирование, аппроксимация функций, 

оптимизация, управление сложными объектами и др.  

Нейронные сети не программируются в привычном смысле этого 

слова, они обучаются. Возможность обучения — одно из главных 

преимуществ нейронных сетей перед традиционными алгоритмами. 

Технически обучение заключается в нахождении коэффициентов связей 

между нейронами. В процессе обучения нейронная сеть способна выявлять 

сложные зависимости между входными данными и выходными, а также 

выполнять обобщение. Это значит, что в случае успешного обучения сеть 

сможет вернуть верный результат на основании данных, которые 

отсутствовали в обучающей выборке, а также неполных и/или 

«зашумленных», частично искаженных данных. 

Одной из известнейших моделей искусственной нейронной сети 

является модель Хопфилда, предложенная в 1982 году американским ученым 

– специалистом в области физики твердого тела, Джоном Хопфилдом. 

На создание данной модели Хопфилда подтолкнули его исследования в 

области спиновых стекол [49-52]. В кристаллической решетке атомы, 

обладающие магнитными моментами – спинами, могут различным образом 
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взаимодействовать друг с другом. Если взаимодействие между спинами 

таково, что оно стремится  сориентировать их параллельно, то в основном 

состоянии (когда температура вещества KT o0= ) все атомы в решетке 

ориентируют свои спины параллельно. Такие вещества называются 

ферромагнетиками. Для других веществ – антиферромагнетиков, каждому 

положительному направлению спина атома соответствует атом с 

противоположным направлением спина. Однако существуют такие вещества, 

в которых характер взаимодействия между магнитными моментами приводит 

к тому, что в основном состоянии направления спинов хаотичны. Такие 

вещества носят название спиновых стекол. Для спиновых стекол такое 

поведение магнитных моментов означает вырождение основного состояния. 

Спиновое стекло может «замерзнуть» в любом из возможных состояний 

системы. 

При исследовании механизмов распознавания Хопфилд предположил, 

что аналогичное явление может лежать в основе существования огромного 

числа состояний памяти, характерного для мозга. Например, можно 

рассмотреть модель полносвязной нейронной сети с рекуррентными 

симметричными связями между нейронами. В такой модели, возбуждающим 

связям будут соответствовать ферромагнитные связи в спиновом стекле, а 

тормозным – антиферромагнитные связи. Подобно спиновым стеклам, такие 

сети будут иметь множество стационарных конфигураций активностей 

нейронов, т.е. таких состояний, к которым сходится динамика сети. Именно 

введенная Хопфилдом динамика изменения состояния нейронов наряду с 

симметричностью связей между ними обусловила новизну описываемой 

модели. 

Для модели Хопфилда была измерена емкость памяти, величина 

которой составила менее 15% от размерности сети N . Впервые было введено 

понятие энергии нейронной сети, которая в процессе работы нейронной сети 

монотонно понижается. Хопфилд показал, что эта энергия ограниченна и в 

силу монотонности ее понижения процесс распознавания конечен, а 
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эталонные векторы, записываемые в нейронную сеть по правилу Хебба, 

являются локальными минимумами введенного им энергетического 

функционала. 

В период 1985-1987 гг. Амит, Гудфренд и Шомполинский [53] на 

основе  статфизических методов развивают подход, позволяющий получить 

аналитические оценки емкости памяти ( )NNM ln/=  и вероятности ошибки 

распознавания модели Хопфилда. 

Исследования, начатые Гарднер и проводимые с 1965 по 1993 годы, 

показали, что максимальная емкость памяти модели Хопфилда [54-58] при 

оптимальном  правиле обучения (не хеббовском) не превышает 2N. 

 
Рис. 1.1. Схема нейронной сети Хопфилда размерностью 5=N . 

Модель Хопфилда принято описывать как систему взаимосвязанных 

нейронов (рис. 1.1). Состояние сети описывается N -мерным вектором S , 

компоненты которого, бинарные переменные, принимают значения 1± . 

Связи между нейронами задаются с помощью симметричной матрицы связей 

Â  с нулевыми диагональными элементами. Каждый нейрон связан со всеми 

остальными.  

Пусть в начальный момент времени сеть находится в состоянии 0S . На 

каждый нейрон со стороны остальных нейронов действует локальное поле H  

SABH ⋅+−= ˆ . (1.1) 
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Под влиянием этого поля компоненты состояния ( )tS  меняются по правилу: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

<−
≥

=+
0,
0,

1
tHtsts
tHtsts

ts
iii

iii
i , Ni ,,1K= . (1.2) 

Состояние нейрона не меняется, если ориентация этого нейрона и локального 

поля одинаковы, и меняется на противоположное в противном случае. 

Вектор B  задает пороги нейронов, т.е. границу, при превышении которой 

нейрон меняет свое состояние. 

Состояние сети характеризуется функцией энергии E  

( ) ( )SB,SAS, +−= ˆ
2
1E , (1.3) 

В процессе эволюции сети энергия состояния неуклонно понижается. 

Постепенно система приходит в состояние покоя. 

Правило обучения для сети Хопфилда опирается на исследования 

Дональда Хебба [45], который предположил, что синаптическая связь, 

соединяющая два нейрона, будет усиливаться, если в процессе обучения оба 

нейрона согласованно испытывают возбуждение либо торможение. Простой 

алгоритм, реализующий такой механизм обучения, получил название правила 

Хебба. Итак, требуется построить процесс получения матрицы связей Â , 

такой, что соответствующая нейронная сеть будет иметь в качестве 

стационарных состояний образы обучающей выборки (значения порогов 

нейронов B  обычно полагаются равными нулю). Математически правило 

Хебба можно записать следующим образом 

∑=
=

+
M

1

ˆ
μ

μμSSA . (1.4) 

Здесь M  - число эталонных образов, записываемых в нейронную сеть; μS  - 

ый−μ  эталон. Ряд исследований показывает, что нейронная сеть, обученная 

по правилу Хебба, может в среднем, при больших размерах сети N , хранить 

не более чем NM 138.0=  различных образов. 

Довольно часто используется обобщенное правило Хебба, т.е. каждый 

эталон записывается в сеть с некоторым весовым коэффициентом 
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∑=
=

+
M

r
1

ˆ
μ

μμμ SSA , где 1
1

2 =∑
=

M
r

μ
μ . (1.5) 

При использовании обобщенного правила становится возможным сделать 

некоторые эталоны глубже других (чем больше μr , тем глубже минимум). В 

работах [59, 60] исследуются различные способы выбора весовых 

коэффициентов μr , например, как числовой ряд или геометрическую 

прогрессию. При этом как коэффициенты не выбирай больше NM 138.0=  не 

получить. Такой способ формирования матрицы межсвязей позволяет легко 

добавлять (или вычитать) в сеть новые эталоны. В работе [61] было показано, 

что любую матрицу можно разложить как сумму внешних произведений 

векторов (минимумов сети), т.е. представить в виде обобщенного правила 

Хебба. 

 К сожалению, у нейросети Хопфилда есть ряд существенных 

недостатков. У нее относительно небольшой объем памяти. Это означает, что 

попытка записать большее число образов приводит к тому, что сеть перестает 

их распознавать. Так же возникает множество ложных состояний. Причины 

их появления хорошо исследованы методами статистической физики в 

работе [62], где показано, что ложные состояния образуются как следствие 

интерференции минимумов. Число их экспоненциально увеличивается с 

ростом размерности сети. Из-за большого числа ложных минимумов с 

маленькой энергией сложнее находить более глубокие минимумы, так как в 

процессе работы нейросеть застревает в мелких состояниях. Таким образом, 

с ростом размерности задачи вероятность найти самые глубокие минимумы 

резко падает. Поэтому приходится делать большое число случайных стартов, 

что значительно замедляет алгоритм и при больших размерностях его время 

работы становится неприемлемо большим. Например, сеть Хопфилда 

размерности 100 имеет более 50 000 локальных минимумов, и нахождение 

субоптимального решения требует 1~  часа машинного времени. В случае 

размерности сети 1000 вероятность нахождения наиболее глубокого 

минимума составляет 610~ −  и требует 500~  часов. Кроме того, нейронные 
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сети Хопфилда не могут решить задачу распознавания, если изображение 

смещено или повернуто относительно его исходного запомненного 

состояния. 
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§1.3. Исследования и применения нейронной сети Хопфилда 

В работе [63] была определена зависимость вероятности нахождения 

минимума от его глубины  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

∞
22

2
00

11exp
EE

NEWW
m

. (1.6) 

Здесь mE - энергия локального минимума, 0E , ∞E  - верхняя и нижняя 

границы спектра локальных минимумов, 0W  - не существенная медленная 

функция от mE . На основе этой зависимости даны рекомендации по 

проведению процедуры оптимизации. Состоят они в том, чтобы использовать 

выражение (1.6) с неизвестными параметрами 0W , 0E  и ∞E . Для этого 

запускается процедура случайного поиска и находится какое-то число 

минимумов. По полученным данным определяются характерные для данной 

матрицы значения 0E , ∞E  и величина подгоночного параметра 0W . 

Подстановка этих величин в (1.6) позволит оценить вероятность нахождения 

неизвестного более глубокого минимума mE  (если он существует) и принять 

решение на остановку программы поиска (если оценка пессимистична) или 

ее продолжение.  

В 1991-1999 г. Фролов и Муравьев различными методами исследуют 

нейронные сети хопфилдова типа с редким кодированием [64-70]. 

Анализируют информационную емкость, качество воспроизведения и размер 

области притяжения. Исследуют асимптотические свойства ассоциативной 

памяти. Показывают, что оптимальная разреженность близка к уровню 

нервной активности. Разработали алгоритм, позволяющий моделировать 

нейронные сети экстремально большой размерности (до 5105,1 ⋅  нейронов). 

Большинство исследований нейронных сетей направлены на 

увеличение их количественных характеристик таких, как емкость памяти, 

вероятность распознавания эталонов, помехоустойчивость и т.д. Тем не 

менее, распознавание образов не единственная сфера применения сети 
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Хопфилда. Динамическая процедура, описанная выше, на каждом шаге 

понижает значение энергии нейронной сети. Это позволяет решать 

комбинаторные задачи оптимизации, если они могут быть сформулированы 

как задачи минимизации квадратичного функционала (1.1). 

Впервые о возможности использования нейросети для поиска 

оптимумов, заявил сам Хопфилд в его совместных работах с Танком [71, 72], 

в которых был разработан нейросетевой подход к решению задачи 

путешествующего коммивояжера (Traveling salesman problem - TSP) [73, 74]. 

Подход заключался в дополнении функции энергии нейросети набором 

дополнительных параметров, при правильном подборе которых, случайно 

инициализированная нейронная сеть, в ходе своей динамики всегда 

переходит в устойчивое состояние, которое может быть одним из решений. 

Смоделированная ими задача включала в себя 10 городов, которые 

коммивояжер должен был посетить за минимальное время. Результаты 

экспериментов показали высокий процент нахождения сетью качественных 

(коротких) маршрутов. Эта публикация вызвала большой интерес к сети 

Хопфилда как к инструменту оптимизации, поскольку она имеет ряд свойств 

необходимых для успешной оптимизации. Основными из них являются: 

параллелизм, легкая реализация в виде аппаратного устройства и общий 

подход к решению различных оптимизационных задач, таких, как 

многопараметрические задачи, задачи с большим уровнем помех и 

возможностью сбоя, неустойчивые, с большой размерностью (особенно NP-

полные задачи), с множеством локальных экстремумов и негладкостью 

оптимизируемой функции. Однако при всех достоинствах существуют и 

недостатки. В основном это недостаточная скорость работы алгоритма и 

тенденция к сходимости в неглубокий локальный минимум (а таких 

минимумов в реальных задачах очень много). Кроме того, результаты данной 

работы оказались спорными, поскольку многие исследователи не смогли 

повторить их. Первыми из них были Уилсон и Паулей (Wilson and Pawley) 

[75], которые указали, что набор параметров, которыми дополнялась 
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функция энергии, заранее неизвестен, и подобрать их оптимальное 

соотношение очень сложно. Они предложили заменить эти параметры одним 

дополнительным выражением. В дальнейшем Бранд (Brandt) с соавторами 

[76] и Айер (Aiyer) с соавторами [77] показали, что свойства сходимости сети 

в устойчивые состояния могут быть улучшены путем дополнительной 

модификации функции энергии. Протцель (Protzel) и др. [78] подробно 

изучили свойства модели предложенной Брандом с отличным от нее набором 

параметров с целью нахождения глобального оптимума. Однако к 

существенным улучшениям эти модификации не привели. Вероятность 

остановки системы в неоптимальном локальном минимуме была все еще 

высока. 

В работах [79-81]  Крыжановским и Магомедовым была предложена 

модификация сети Хопфилда – доменная нейронная сеть, спины которой 

группируются в домены – группы по k  связанных спинов в каждой. 

Показано что, доменная модель обладает в k  раз большей емкостью памяти и 

в 2k  раз большей скоростью работы по сравнению со стандартной моделью 

Хопфилда. Исследована возможность применения доменной сети в задачах 

комбинаторной оптимизации. Показано, что использование доменного 

алгоритма позволяет значительно ускорять решение таких задач и получать 

при существенно меньших вычислительных затратах более оптимальное 

решение, чем при использовании стандартных нейросетевых подходов. 

В работе [82] Костенко В.А. и др. предложили решение задачи 

планирования вычислений для многопроцессорной системы с помощью сети 

Хопфилда. Взяв за основу подход Хопфилда и Танка, они построили 

функционал с дополнительными ограничениями на допустимые решения и 

свели его к энергии сети 

∑∑∑ ∑∑ +∑−=
= == = =

≠
=

N

x

M

i
xixi

N

x

N

y

M

i

M

ji
j

yjxixiyj sBsswE
1 11 1 1 12

1 . 
(1.7) 

Здесь N  - количество процессов не связанных между собой, M  - количество 

процессоров,  xt  - время выполнения одного процесса, γβα ,,  - некоторые 
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константы, ijδ  - символ Кронекера. Состояние нейронной сети задается 

матрицей S  размерности MN × , а ее элементы принимают значения -1 или 

+1. Весовые коэффициенты и пороги нейронов равны, соответственно,  

)(4
1

xyyxijxiyj ttw βδγαδ ++−= , 

)12(2)1(4)12(2 −+−+−= MNMtMTB xсрxi
γβα . 

(1.8) 

Коэффициенты были выбраны следующие 

1=α , 
2

1

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∑=
=

N

x
xxtt

N
β , 0=γ . (1.9) 

В своей работе авторы исследуют влияние числа процессов ( )9030 ÷=N , 

числа процессоров ( )10;8;6=M  и начального приближения (случайное и 

эвристическое) на качество решения сетью поставленной задачи. Так было 

определено, что если начальное приближение выбрано некоторой 

эвристикой, а не случайным образом, то процент корректных решений 

возрастает с %8.33  до %6.55 ; процент загрузки снижается в среднем с %8.98  

до %5.95 ; а количество итераций – с NM8.2  до NM2.1 . Число корректных 

решений с ростом числа процессоров M  в среднем возрастает, а с ростом 

числа процессов N  - уменьшается. 

В работе [83] Тарковым решалась задача планирования вычислений для 

многопроцессорной системы в несколько ином виде. В данной работе 

рассматривалась задача вложения графов параллельных программ (т.е. 

имеются связи между процессами) в графы распределенных вычислительных 

систем, когда совпадает число вершин графа программы с числом машин в 

системе. Качество вложения оценивалось числом совпадений ребер графа 

программы с ребрами графа вычислительной системы. В своей работе автор 

предлагает рассмотреть матрицу нейронов S  размером NN × , каждая строка 

матрицы соответствует ветви параллельной программы, каждый столбец 

матрицы соответствует элементарной машине. Каждая строка и каждый 

столбец матрицы S  должны содержать один и только один ненулевой 
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элемент, равный единице, остальные элементы должны быть равны нулю. 

Энергия соответствующая нейронной сети Хопфилда описывается 

следующей функцией Ляпунова 

( )
∑∑ ∑ ∑+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∑+∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∑=

∈ ≠x i xNby ij
ijyjxi

i y
yi

x j
xj

p

tssDssCE
2

11
2

22

. (1.10)

Здесь xis  - состояние нейрона строки x  и столбца i  матрицы S , C  и D  - 

параметры функции Ляпунова, взаимосвязь которых исследована в [84], ijt  - 

расстояние между вершинами графа системы, содержащими соседние ветви 

параллельной программы, ( )xNbp  - множество вершин, смежных с вершиной 

x  на графе программы. В квадратных скобках минимум первого слагаемого 

соответствует наличию одного единичного элемента в каждой строке 

матрицы S , а минимум второго означает наличие одного единичного 

элемента в каждом столбце этой матрицы. Минимум суммы первых двух 

слагаемых обеспечивается в случае, когда каждая строка и каждый столбец 

матрицы содержат один и только один элемент, равный 1, остальные 

элементы – нули (корректное решение). Минимум третьего слагаемого 

обеспечивает минимум суммы расстояний между соседними ветвями 

параллельной программы при их размещении на графе системы. 

Динамика сети Хопфилда, минимизирующей функцию E , описывается 

системой уравнений 

xi

xi

s
E

t
u

∂
∂

−=
∂
∂

, (1.11)

где xiu  - активация нейрона с индексами ix, , а состояние нейрона в процессе 

минимизации задается следующим образом 

( )xi
xi u

s
β−+

=
exp1

1 . (1.12)

После того как сеть приходит в устойчивое состояние, элементы матрицы S  

обрезаются до значений 0 и 1. 
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 Эксперименты проводились для числа вершин 9 и 16. Подбирая 

свободные параметры и применяя небольшие модификации функционала, 

автор добивается уменьшения числа некорректных решений и увеличения 

вероятности нахождения оптимального решения до %9080 ÷ .   

 Как и в прочих аналогичных работах, получить приемлемое решение 

удается только при малых размерностях, так как алгоритмы являются 

критичными к объему оперативной памяти и времени работы. 

Однако у этих подходов есть несколько недостатков. Во-первых, при 

составлении минимизационного функционала используются штрафные 

функции, что в свою очередь приводит к появлению коэффициентов, 

которые сильно влияют на качество работы сети. Подбор этих 

коэффициентов является сам по себе трудоемкой задачей, до сих пор не 

решенной. Во-вторых, у сети есть так называемые «некорректные» решения 

(например, сеть может сойтись к состоянию, в котором одна и та же задача 

подается на два процессора одновременно, что противоречит постановке 

задачи). Количество «некорректных» решений зависит от корректирующих 

коэффициентов, упомянутых выше и размерности сети.  

В работах [85-91] решалась та же задача многопроцессорного 

планирования. Но предложенные там нейросетевые алгоритмы лишены 

описанных выше недостатков. 

Отнесемся к jT  как к случайной величине. Очевидно, что для любого 

распределения задач по процессорам среднее значение { }M
jT

1
, принимает 

одно и то же значение: ∑=
=

M

j
j MTT

1
. Понятно, что чем ближе распределение 

задач к оптимальному, тем дисперсия распределения { }M
jT

1
 меньше: 

( )∑ −
=

M

j
j TTD

1

2~ . 

Рассмотрим для начала систему из двух процессоров ( )2=M . В этом 

случае бинарный вектор ( )Nsss ,,, 21 K=S  содержит информацию о том, 
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какому процессору назначена задача. Если 1=is , то i -ая задача назначена на 

1-ый процессор, если 1−=is , то задача назначена на 2-ой процессор.  

Минимальное время работы системы достигается, когда процессоры 

загружены, по возможности, одинаково. В этом случае дисперсия времен 

работы процессоров минимальна. Поэтому будем минимизировать 

дисперсию, которую можно записать в виде 

( ) ( )22
21 SV ⋅=−= TTD , (1.13)

где ( )NVVV ,,, 21 K=V  - вектор вычислительных сложностей задач. 

Локальные поля определяются выражением 

iii sVWH −= , (1.14)
где SV ⋅=W . При каждом изменении состояния нейрона величина W  

обновляется по схеме 

( ) ( ) ( )121 ++=+ tsVtWtW ii . (1.15)
Среднее число операций алгоритма не превышает NOp 7≈ . 

Анализ результатов показывает, что с увеличением нагрузки 

процессора погрешность решения уменьшается и при 20>MN  становится 

пренебрежимо малой. При уменьшении нагрузки погрешность решения 

возрастает. Тем не менее, даже в этой области она меньше 1%. Вероятность 

отыскания оптимального решения увеличивается с ростом числа задач в 

наборе. Вероятность отыскания глобального минимума становится больше 

0.5 при загрузке больше 50. В процессе минимизации нейроны изменяют 

свое состояние не более N2.0  раз. Число операций алгоритма 

пропорционально числу задач в наборе и составляет менее NOp 6.4≈ . 

Интересен факт, что с увеличением нагрузки алгоритм дает лучший 

результат. Это связано с тем, что при большем числе задач в потоке 

появляется больше вариантов оптимальных или близких к оптимальному 

распределений, которые сеть успешно находит. 

Обратимся теперь к распределению задач в многопроцессорной 

системе: 2>M . В основе алгоритма балансировки многопроцессорной 
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системы лежит описанный выше алгоритм оптимизации двухпроцессорной 

системы. Алгоритм балансировки заключается в следующем.  

1. Задачи случайным образом распределяются по всем процессорам. 

2. Выбирается два процессора: один с максимальным временем работы, 

другой с минимальным временем. 

3. Двухпроцессорной моделью оптимизируется распределение на этой 

паре процессоров. 

4. Шаги 2 и 3 повторяются до тех пор, пока происходят изменения в 

общем распределении.  

Cредняя величина погрешности решения увеличивается. Вероятность 

отыскания оптимального решения при этом уменьшается. Тем не менее, с 

увеличением нагрузки на процессор погрешность решения быстро 

уменьшается и уже, например, для 16=M  и 10>MN  составляет менее 1%. 

В среднем количество выбираемых пар процессоров для балансировки 

составляет M5.2≈ , а число операций алгоритма составляет NOp 23≈ . 

В работах [92] Крыжановским и Карандашевым предлагается 

возводить матрицу в некоторую степень с целью уменьшения числа мелких 

локальных минимумов и увеличения тем самым вероятности нахождения 

глобального минимума. Авторами предлагается следующий алгоритм. 

Подготовительная фаза: исходная матрица T  симметризуется (если она 

изначально не симметрична) и диагональные матричные элементы 

обнуляются; матрица возводится в k -ю степень и в полученной матрице 
kTM =  обнуляются диагональные элементы; на основе матрицы M  в 

соответствии с (8) строится функционал ( )SkE . После подготовки можно 

приступать к процедуре случайного поиска на основе алгоритма 

двухэтапного спуска, состоящего в следующем: на первом этапе из 

случайной начальной конфигурации осуществляется спуск по поверхности 

( )SkE  в ближайший локальный минимум k
mS  функционала ( )SkE ; на втором 

этапе проводится коррекция – из точки k
mS  по поверхности ( )S1E  спускаемся 
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в ближайший локальный минимум mS  функционала ( )S1E , который, как 

правило, находится недалеко от точки k
mS . Исследования показали, что 

трансформация поверхности приводит к существенному повышению 

эффективности оптимизационного алгоритма. В частности, при 

использовании спуска по поверхности ( )S3E  имеем: вероятность попадания в 

глобальный минимум увеличилась более чем в 4105.1 ×  раз и достигла 

вполне разумной величины 04.0~ ; разница между средней энергией и 

энергией глобального минимума сократилась на порядок; вероятность 

попадания в близкий к глобальному минимуму интервал энергий 

[ ]99.0;1 −−∈mE  возросла более чем в 5000 раз. 

Вопрос выбора стартовых состояний исследовался отдельно. В работах 

[93-98] рассматривалась идея инициализации нейронной сети 

конфигурационными векторами, близкими к реальным собственным 

векторам матрицы связей. В этих работах предпринята попытка найти 

оптимальное начальное состояние оптимизируемой системы. Т.е. вместо 

случайного поиска, для матрицы связей находились ее собственные значения 

и собственные вектора, затем по полученным собственным векторам 

строились конфигурационные вектора (элементы которых принимают 

значения 1± ), с которых и запускалась работа сети. В результате выяснилось, 

что нейронная сеть чаще конвергирует в глубокий минимум, если 

инициализировать ее собственными векторами соответствующим первым 10 

– 30 максимальным собственным значениям матрицы связей. Большая серия 

экспериментов, доказала, что использование этого алгоритма несколько чаще 

доставляет более глубокий минимум по сравнению со стандартным слепым 

поиском, однако при этом затрачивается дополнительное время на 

определение собственных векторов и значений матрицы связей. Так же 

подбора стартовых состояний касаются в работах [82, 91]. 
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Для нахождения более глубоких минимумов при решении задач 

оптимизации был разработан целый ряд алгоритмов, которые позволяют 

системе выходить из локальных минимумов.  

Simulated annealing. Одним из таких алгоритмов является алгоритм 

имитации отжига. Данный алгоритм был впервые предложен Киркпатриком 

[99] в 1983 году и хорошо описан в [100]. В основу алгоритма легли 

процессы, происходящие в металле при нагревании и последующем 

медленном охлаждении. При высокой температуре молекулы в металле, имея 

большую степень свободы, хаотически перемещаются. Однако, при 

медленном снижении температуры они выстроятся в устойчивую 

кристаллическую решетку. Такое состояние металла оптимально, поскольку 

силы взаимодействия элементарных частиц максимально уравновешены и 

система стабильна.  

Для имитации такого процесса в модель нейронной сети Хопфилда 

вводится понятие убывающей со временем «температуры» 

)1ln(
)0()(
τ

τ
+

=
TT ,  

где τ  - время работы алгоритма.  

Алгоритм имитации отжига состоит в следующем: 

1. Нейронная сеть инициализируется в некоторое случайное начальное 

состояние - 0s  

2. В каждый момент времени τ  выбирается один спин и анализируется 

его состояние в локальном поле. Если спин неустойчив, т.е. его 

переворот приведет систему к состоянию с меньшим значением 

энергии, то такой спин переворачивается с вероятностью   

TEe
P /1

1)( Δ−+ +
=→ 1ττ ss .  

Если же спин устойчив и его переворот ухудшит состояние системы и 

повысит значение энергии, то такой спин будет перевернут с 

вероятностью  
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TE

TE

e
eP /

/

1
)( Δ−

Δ−

+ +
=→ 1ττ ss ,  

где   )1()( +−=Δ ττ EEE ,  )(τTT = . 

3. Шаг №2 повторяется до тех пор, пока система не остановится в неком 

минимуме. 

Температура в начале работы алгоритма полагается большой, однако со 

временем ее значение уменьшается и стремится к нулю, по аналогии с 

температурой остывающего металла. Таким образом,  в начале своей работы 

алгоритм с большей вероятностью будет принимать неоптимальные 

решения, но когда температура спадет, вероятность принятия таких решений 

уменьшится. Шаги, повышающие значение энергии, иногда необходимы, 

когда нужно вывести систему из локального минимума. Но принятие многих 

негативных шагов может увести в сторону от глобального оптимума. В 

настоящее время данный метод активно исследуется [101-103], и успешно 

применяется во множестве областей, например при проектировании СБИС 

[100]. 

Tabu search. Еще один хорошо зарекомендовавший себя алгоритм 

называется алгоритмом поиска с запретами. Основоположником алгоритма 

является Ф. Гловер [104, 105], который предложил принципиально новую 

схему локального поиска. После получения решения случайным поиском, 

произвольным образом выбирается один нейрон, из числа тех чье 

энергетическое состояние стабильно, и изменяется его состояние. Это 

выводит сеть из стабильного состояния и немного повышает значение 

энергии, однако позволяет сети выйти из локального минимума. Помимо 

этого, чтобы не позволить сети сойтись в прежний минимум номер 

выбранного нейрона заносится в специальный список  «табу» (tabu queue), и 

пока он находится в этом списке нейронной сети запрещается изменять его 

состояние. Существует много вариантов реализации основной идеи поиска с 

запретами [106], которые наряду с базовым вариантом активно применяются 

к задачам комбинаторной оптимизации [107, 108]. 
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Local minima escape. На практике также активно применяется 

предложенный в работе [109], алгоритм проведения бегства из локальных 

минимумов. LME является модификацией случайного поиска, с той 

разницей, что каждое начальное состояние сети, задается вектором который 

не приведет систему в прежний минимум, т.е. лежит вне области его 

притяжения. Этот, алгоритм развит в [110], и нацелен на поиск глобального 

минимума. Однако при этом, для реализации алгоритма, в памяти ЭВМ 

должно храниться две копии нейронной сети, и затрачиваться значительное 

время на вычисление нового состояния. 

При работе с сетью Хопфилда приходится хранить матрицу весовых 

коэффициентов, что налагает большие требования на оперативную память. А 

необходимость проводить множество случайных пусков для нахождения 

удовлетворительных решений занимает много вычислительного времени. 

Больших успехов в экономии памяти и увеличении быстродействия 

алгоритмов удалось добиться с помощью клиппирования (или бинаризации) 

элементов матрицы связей. Суть клиппирования заключается в том, что 

элементы матрицы связей «обрезаются» по знаку, т.е. 

положительные\отрицательные числа заменяются +1\-1, а нули остаются без 

изменений. Изначально клиппирование применялось в задаче распознавания 

образов. 

Впервые нейронную модель с бинарными коэффициентами в 1961 году 

предложил Стейнбах [111]. Сейчас эта модель больше известна как модель 

Вилшоу [112]. Исследования, проведенные Пальмом, показали [113], что при 

редком кодировании эта модель обладает рекордной информационной 

емкостью. 

 Бинаризацию синапсов для нейросетевой модели ADALINE в 1960 

году также исследовали Уидроу и Хофф [114], которые показали, что 

клиппирование связей привело к увеличению емкости памяти. 

В 80-е годы, в работах [115-117] вновь была описано клиппирование 

связей, только уже для модели Хопфилда. Методами статистической физики, 
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были получены аналитические оценки емкости памяти и 

восстанавливающей способности сети. Основной недостаток модели 

Хопфилда - малая емкость памяти. Поскольку на тот момент еще не 

существовало способов повышения емкости памяти, дальнейшие 

исследования в области бинаризации синапсов модели Хопфилда казались 

нецелесообразными. 

Эти исследования были продолжены в [118, 119] для сети Хопфилда, и 

было показано, что уменьшение клиппированного функционала при переходе 

из одного состояния в другое сопровождается уменьшением исходного 

функционала. Удалось на порядок повысить быстродействие алгоритма 

минимизации и снизить требования к оперативной памяти. На основе этого в 

[120] было  предложено использование процедуры клиппирования при 

решении задач оптимизации.  

Тем не менее, в среднем эффективность минимизации на 80% хуже, 

чем при использовании обычной модели Хопфилда. Минимумы 

функционала, построенного на клиппированной матрице, не являются 

минимумами исходного функционала. Поэтому приходится проводить 

коррекционные спуски на исходной сети, что сильно снижает преимущества 

даваемые клиппированием. 

В настоящей работе исследуется обобщенная процедура бинаризации, а 

также возможности ее улучшения. 
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§1.4. Цели и задачи диссертационной работы 

Основная цель диссертационной работы состояла в разработке 

быстрого метода решения задач комбинаторной оптимизации на базе 

нейронных сетей.  

В диссертационной работе были решены следующие задачи: 

1. Предложена и исследована процедура дискретизации матричных 

элементов, позволяющая ускорить процесс минимизации 

многоэкстремального квадратичного функционала, построенного в 

пространстве состояний с бинарными переменными.  

2. Теоретически и экспериментально получены зависимости вероятности 

несовпадения градиентов и эффективности минимизации. 

3. На основе процедуры дискретизации разработаны и исследованы 

алгоритмы минимизации квадратичного функционала. Исследовано 

увеличение быстродействия новых алгоритмов и его эффективность по 

сравнению со стандартной моделью Хопфилда. 
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§1.5. Основные положения, выносимые на защиту 

1. Процедура дискретизации матричных элементов, позволяющая 

ускорить процесс минимизации многоэкстремального квадратичного 

функционала, построенного в пространстве состояний с бинарными 

переменными. 

2. Алгоритмы поиска минимумов квадратичного функционала в 

пространстве бинарных переменных с использованием процедуры 

дискретизации. 
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§1.6. Методы исследования 

Для решения поставленных задач в работе были использованы методы 

вычислительной математики, теории вероятностей и математической 

статистики, а также методы прикладного программирования. 
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§1.7. Научная новизна 

В диссертационной работе  

1. Предложена и исследована процедура дискретизации  

2. Создан алгоритм, позволяющий увеличить скорость решения 

оптимизационных задач и получать при существенно меньших 

вычислительных затратах более лучшее решение, чем при 

использовании стандартного модели Хопфилда.  

3. Применение дискретизации снижает требования к оперативной памяти, 

что позволяет решать задачи недоступные стандартной модели 

Хопфилда. 

4. Получены выражения, позволяющие аналитически оценить качество 

решения при использовании минимизационного алгоритма. 
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§1.8. Практическая ценность 

Практическая ценность результатов работы состоит в следующем: 

1. На основе процедуры дискретизации создан алгоритм, позволяющий 

уменьшить время решения оптимизационных задач и получать при 

существенно меньших вычислительных затратах более лучшее 

решение, чем при использовании стандартного подхода, основанного 

на модели Хопфилда; 

2. Получены выражения, позволяющие априори аналитически оценить 

качество решения, которое может быть получено в результате 

минимизации. 

Разработанные алгоритмы и методы дискретизации найдут свое 

применение в прикладных системах на основе нейронных сетей Хопфилда. 
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§1.9. Апробация работы и публикации 

По материалам диссертации опубликовано 11 работ, из них 7 - в 
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2. Крыжановский Б.В., Крыжановский М.В., Мальсагов М.Ю. 
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§1.10. Структура и объем диссертации 

Работа состоит из четырех глав, заключения, приложения и списка 

литературы.  

Первая глава представляет собой введение, в котором дается описание 

проблемы и приводится обзор существующих методов ее решения. 

Сформулированы цели диссертационной работы, обоснована ее актуальность 

и научная новизна. 

Во второй главе дается описание предлагаемого алгоритма 

дискретизации. Описывается процедура дискретизации, определяются 

оптимальные параметры алгоритма. Приводится аналитический анализ 

предложенного алгоритма: вероятность совпадения градиентов, 

эффективность минимизации. Результаты теоретических исследований 

подтверждаются вычислительными экспериментами.  

Третья глава посвящена проблеме применения процедуры 

дискретизации. Построение минимизационного алгоритма (одно- или 

двухэтапного). Рассматриваются распределения полученных минимумов, 

скорость алгоритмов, вероятность нахождения самых глубоких минимумов. 

Показаны преимущества использования алгоритма на основе дискретизации. 

В четвертой главе приводятся схемы алгоритмов, листинги основных 

процедур программ реализующих алгоритмы минимизации. Проводится 

анализ вычислительной сложности алгоритмов. 

В заключении излагаются основные результаты диссертационной 

работы.  

Общий объем диссертации составляет 133 страницы. Список 

литературы насчитывает 121 наименование. 
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ГЛАВА 2. ПРОЦЕДУРА ДИСКРЕТИЗАЦИИ 

Модель Хопфилда принято описывать как систему взаимосвязанных 

нейронов. Состояние сети описывается −N мерным вектором S , компоненты 

которого, бинарные переменные, принимают значения 1± . Связи между 

нейронами задаются с помощью симметричной матрицы связей Â  с 

нулевыми диагональными элементами. Каждый нейрон связан со всеми 

остальными.  

Пусть в начальный момент времени сеть находится в состоянии 0S . На 

каждый нейрон со стороны остальных нейронов действует локальное поле H   

SABH ⋅+−= ˆ . (2.1)

Под влиянием этого поля компоненты состояния ( )tS  меняются по правилу: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

<−
≥

=+
0,
0,

1
tHtsts
tHtsts

ts
iii

iii
i , Ni ,,1K= . (2.2)

Состояние нейрона не меняется, если ориентация этого нейрона и локального 

поля одинаковы, и меняется на противоположное в противном случае. 

Вектор B  задает пороги нейронов, т.е. границу, при превышении которой 

нейрон меняет свое состояние. 

Состояние сети характеризуется функцией энергии E   

( ) ( )SBSAS ,ˆ,
2
1

+−=E . (2.3)

В процессе эволюции сети энергия состояния неуклонно понижается. 

Постепенно система приходит в состояние покоя. 

 Свойство нейронной сети находить минимумы квадратичного 

функционала часто используется для решения многих задач дискретной 

оптимизации. В большинстве таких задач элементами матрицы связей Â  

являются вещественные числа. Это обстоятельство накладывает ограничения 

на размерность решаемых задач, т.к. для хранения большой матрицы 

вещественных чисел требуется большой объем памяти. Так же операции с 

такими числами являются довольно медленными, что обуславливает большое 
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время работы алгоритмов. Чтобы снизить требования к оперативной памяти 

и скорости алгоритмов для задач распознавания образов, еще в 60-х годах 

было предложено заменять матричные элементы их знаками, т.е. 1± . Нули 

остаются без изменений. Обзор работ по бинаризации приведен во введении. 

Сравнение приведенных в данной главе результатов исследований будет 

проводиться с результатами работы [121], в которой подробно исследовалась 

процедура бинаризации. 

 В данной главе предлагается подход, основанный на бинаризации. Его 

отличие заключается в том, что элементы исходно матрицы связей будут 

заменяться целыми числами. Еще одно отличие в том, что элементы близкие 

к нулю заменяются нулем. Будет показано, что введение такой области 

обнуления позволит существенно улучшить минимизационные качества 

алгоритма.  

§2.1. Процедура дискретизации 

Как можно понять из описания модели Хопфилда, основные 

требования на оперативную память налагает матрица связей. 

Вычислительная сложность алгоритма в основном связана с вычислением 

локального поля, что в свою очередь опять же упирается в действия с 

матрицей связей. Таким образом, очевидно, что именно модификация 

матрицы каким-либо способом позволит, хотя бы частично, решить 

проблемы с памятью и ускорением. Как упоминалось ранее, бинаризация 

позволила решить эти проблемы за счет эффективности алгоритма. В данной 

работе предлагается «расширение» процедуры клиппирования. 

Рассмотрим случайную матрицу Â , элементы которой подчинены 

некоторому симметричному распределению ( )ijAf . Дискретизация 

заключается в замене матрицы Â  некоторой матрицей Ĉ . Элементами 

матрицы Ĉ  являются целые числа в диапазоне [ ]qq;− , где q  - число 
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градаций, свободный параметр, задаваемый пользователем. Матрица Ĉ  

формируется следующим образом: 

1. Вычитаем из каждого элемента матрицы Â  среднее значение ее 

элементов 0A  и получаем новую матрицу 

0AAA ijij −=′ . (2.4) 

2. Разбиваем область распределения элементов центрированного остатка 

Â′  на ( )12 +q  отрезка. 

3. Формируем матрицу Ĉ  по правилу 

( )ijij AsignkC ′⋅= , когда kijk xAx ≤′<−1 , qk ,,1,0 K= . (2.5) 

Здесь kx  - правая граница k -ого отрезка. 

 Длины отрезков выбираются так, чтобы средние значения на отрезках 

были кратны величине m , где 0>m  - наименьшее положительное среднее 

значение (среднее на k-ом отрезке равно km , qk ±±= ...,,1,0 ). Т.е. чтобы 

определить координаты отрезков необходимо решить систему уравнений 

относительно kx  

( ) kmdyyfy
k

k

x

x
=∫ ⋅

−1

. (2.6) 

 Заметим, что длины всех отрезков однозначно определяются  длиной 0l  

отрезка с нулевым средним, которая является свободным параметром для 

последующей оптимизации. Более того, введение отрезка с нулевым средним 

является ключевым моментом, позволяющим наилучшим образом 

представить матрицу Â  матрицей  Ĉ   и существенно повысить 

эффективность алгоритма минимизации. 

Адаптация алгоритма минимизации. Адаптируем алгоритм 

минимизации к работе с матрицей Ĉ . Для этого сделаем в (2.2) замены 

ijij CCA +→ 0  и ii bB → . Тогда, расчет локального поля и обновление 

компонент конфигурационного вектора будет производиться в соответствии 

с выражениями: 
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∑ ++−=
≠

N

ij
jijii sCCbh )( 0  (2.7) 

и 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎩

⎨
⎧

<−
≥

=+
0,
0,

1
thtsts
thtsts

ts
iii

iii
i , (2.8) 

где величина 0C   и компоненты вектора )...,,,( 21 Nbbb=b  будут определены 

ниже из условия оптимизации минимизационного процесса. Заметим, что 

решающее правило (2.8) соответствует спуску по поверхности, описываемой 

«дискретизированным» функционалом 

( )( ) ( )SbSCS ,ˆ,
2
1

0 ++−= Cε , (2.9) 

являющимся функцией Ляпунова для алгоритма минимизации. 

 Заменить правило обновления ( )ii Hsigns =  его дискретизированным 

аналогом ( )ii hsigns =  можно  только в том случае, когда знаки локальных 

полей iH  и ih  совпадают в любой точке N -мерного пространства с 

достаточно большей вероятностью (амплитуды полей  iH  и ih  не играют 

роли). Иными словами, использовать модифицированное правило 

градиентного спуска (2.7) и (2.8) для минимизации функционала (2.3) можно, 

если свести до минимума величину ошибки – вероятность несовпадения 

направлений локальных полей в случайной точке пространства: 

{ } { }00Pr00Pr >∩<+<∩>= iiii hHhHP , (2.10)

Для минимизации ошибки надо найти наилучшее представление 

матрицы Â′  матрицей Ĉ  и найти оптимальные значения величин 0C  и ib , 

Ni ,1= .  

Оптимизация процедуры дискретизации. Чтобы оптимизировать 

процедуру дискретизации необходимо минимизировать вероятность 

несовпадения направлений локальных полей. Сделать это можно, подобрав 

оптимальные значения величин 0C  и ib , Ni ,1= , а так же оптимизировать по 

длине  отрезка с нулевым средним, найдя 0l . 
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Рассмотрим величину ошибки P  в случайной точке пространства. В 

соответствии с центральной предельной теоремой,  в случае 1>>N  

величины iH  и ih  можно рассматривать как случайные (не независимые) 

переменные, подчиняющиеся двумерному нормальному распределению. 

Распределение задается средними значениями H  и h  величин iH  и ih , 

соответственно, их стандартными отклонениями Hσ  и hσ , коэффициентом 

корреляции ρ :  

iBH −= , ( )22
0

2
AH AN σσ += , 

ibh −= , ( )22
0

2
Ch CN σσ += , 

[ ]
hH

ijij ACACN
σσ

ρ
′+

= 00 , 

(2.11)

где Aσ  и  Cσ   - стандарты матричных элементов ijA  и ijC , соответственно, а 

уголковые скобки означают усреднение по ансамблю. 

 С учетом (2.11)  выражение (2.10) преобразуется к виду: 

( )∫ ∫ +
−

−=
∞∞

−+
0 0212

11 dHdhffP
hH ρσπσ

, (2.12)

где  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ±
+

±±
−

±

−
−=± 2

2

2

2

2 2
12

1exp
hhHH

hhhhHHHH
f

σσσ
ρ

σρ
. (2.13)

 Теперь определимся с выбором величин 0C  и ib  ( Ni .1= ). Зададим их 

минимизируя ошибку P . Из условий 0/ =∂∂ ibP  и 0/ 0 =∂∂ CP  найдем 

оптимальные значения 0C  и ib , а также соответствующее им значение 

коэффициента корреляции: 

  
ijij

C

AC
AC

′
=

2

00
σ

,   
ijij

C
ii AC

Bb
′

=
2σ

,    22
0

222
0

A

Cijij

A
ACA
σ

σ
ρ

+

′+
=

−

. (2.14)

С учетом (2.11) и (2.14) выражение можно переписать в виде: 
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( ) ( )∫ −−∫ +−=
∞∞

− αα
βγβγ DxxQDxxQP 1 , (2.15)

где 

( ) ∫=
∞

z
DxzQ , 2

2

2
1 x

eDx
−

=
π

. (2.16)

Здесь введены обозначения 

( )22
0 A

i

AN

B

σ
α

+
= , 

21 ρρ
αβ
−

= , 
21 ρ

ργ
−

= . (2.17)

 Анализ  (2.14)-(2.17) показывает, что ошибка P  не зависит от знаков 

величин  0A  и iB . С ростом величин 0A  и iB  величина ошибки  P  быстро 

уменьшается. Наихудшие условия для дискретизации имеют место в случае, 

когда 00 =A  и 0=iB . В этом случае  величина ошибки  максимальна и 

описывается вытекающим из (2.15) выражением: 

minarcsin1
2
1 ρ

π
−=P , (2.18)

где minρ  - минимальное значение коэффициента корреляции, имеющее место 

при 00 =A : 

AC

ijij AC
σσ

ρ
′

=min . (2.19)

 Отметим, что все выражения получены в самом общем виде, без 

привязки к  виду распределения матричных элементов ijA  и типу выбранного 

метода дискретизации. Поэтому можно сделать общий вывод:  наилучшее 

представление матрицы Â′  матрицей Ĉ  сводится к такому подбору метода 

дискретизации, при котором величина  minρ  максимальна. В этом смысле 

выбранный нами метод дискретизации, направленный на максимальное 

ускорение алгоритма минимизации, как правило, не является наилучшим. 

 Выражениями (2.18) и (2.19) задается минимальное значение 

эффективности алгоритма минимизации. Эти выражения следует 

оптимизировать по длине  отрезка с нулевым средним, находя 0l  из условия  
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0
0

=
∂
∂
l
P . (2.20)

Минимум функционала. Процесс минимизации функционала (2.3) 

начинается с некоторой случайной точки пространства S . Подчиняясь 

решающему правилу (2.8) нейронная сеть приходит в некоторое устойчивое 

состояние ∗
0S , являющееся минимумом дискретизированного функционала 

(2.9). Если из этой точки продолжить спуск с решающим правилом (2.2), то 

сеть придет в состояние 0S , соответствующее минимуму функционала (2.3). 

На всем пути 00 SSS →→ ∗  значение ошибки только уменьшается. Значение 

ошибки в исходной (случайной) точке анализировалось выше, см. (2.10)-

(2.13). Проанализируем теперь вероятность ошибки в точке 0S  - минимуме 

функционала (2.3). 

В отличие от случайной точки в минимуме направление локальных 

полей совпадает с состояниями нейронов  

NisH ii ,1,00 =∀> . (2.21)

Поэтому вероятность несовпадения направлений локальных полей H  и h  в 

минимуме ( )Nsss 002010 ,,, K=S  функционала нужно рассматривать при 

условии (2.21), т.е. 

{ } { }
{ }0Pr

00Pr0|0Pr
0

00
0 >

<∩>
=><=

ii

iiii
iiiim sH

shsHsHhHP . (2.22)

Ограничимся анализом ситуации 00 =A  и 0=iB  - наихудшей с точки зрения 

минимизации. 

 Прежде всего, вычленим из матрицы Â  слагаемое 0Â , ответственное за 

образование минимума 0S . Для этого представим матрицу Â  в виде 

AAA 0
ˆˆˆ ′+= ,    += 00A0 SSA σ0ˆ r . (2.23)

Коэффициент 0r  найдем из условия отсутствия корреляции между 

элементами матриц 0Â  и A′ˆ . Рассчитав ковариацию матричных элементов и, 

положив ее равной нулю, для 0r  получим 
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2
0

0 1 δ
δ

−
+

−=
AE

r ,  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛∑=

=
Ns

N
N

i
i

2

1
02

1δ . (2.24)

Здесь A  - среднее значение элементов матрицы Â , а δ  - величина с 

нулевым средним и малым стандартным отклонением N2=δσ , 0E  - 

энергия минимума. В нашем случае можно положить 0=A  и 0=δ , тогда 

получаем 

00 rE −= . (2.25)

 Продолжая разложение (2.23) можно представить произвольную 

матрицу Â  в виде взвешенной суммы внешних произведений минимумов 

∑=
∞

=

+

0

ˆ
μ

μμμσ SSA A r , 1
1

=∑
∞

=μ
μr . (2.26)

Для такого типа матриц в [120] показано, что любой из векторов μS , 

присутствующий в разложении матрицы Â , будет минимумом функционала 

(2.3) тогда и только тогда, когда его статистический вес μr  больше или равен 

критическому значению 

N
rc 138.02

1
= . (2.27)

В дальнейшем, для простоты мы будем считать все коэффициенты μr  

равными критическому значению (2.27). 

 Далее, зная распределение элементов матрицы Â , мы сможем 

определить среднее, дисперсию и корреляцию величин iii sH 0=ξ  и iii sh 0=η . 

Этих значений достаточно, чтобы определить вероятность несовпадения 

направлений локальных полей в минимуме исходного функционала (2.3) 

( )
( )

dxexP
x

m

2

2
1

0 212
1 α

ρ
ρβ

πα

−−∞

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
−Φ

Φ
= . (2.28)

Здесь введены следующие обозначения 
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ξσ
ξ ix = , 

ξσ
ξ

α i= , 
ησ

η
β i= , ( ) ∫=Φ

∞−

−z x
dxez

2

2
1

2
1
π

. (2.29)

В следующих параграфах приводятся примеры применения 

дискретизации к матрицам с равномерным и нормальным распределением 

элементов. 
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§2.2. Матрицы с равномерным распределением элементов 

 Рассмотрим матрицу вида ijij AAA ′+= 0 , где 0A  - некоторая константа, 

определяющая среднее значение элементов матрицы Â , Â′  - матрица с 

равномерным распределением элементов в диапазоне [ ]1;1 +− . Решив 

систему (2.6), мы получим координаты отрезков, на которые надо разбить 

область распределения Â′ : 

( )
( )

( )
( ) qkl
qq
kk

qq
kkxk ,,1,0,

1
11

1
1 2

0 K=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−+
+
+

= . (2.30)

Отрезки отрицательных элементов ijA′  будут зеркальным отражением 

относительно центра распределения. Используя (2.18)-(2.20) находим 

оптимальное значение 0l : 

12
1

0 +
=

q
l . (2.31)

Тогда, из (2.30) и (2.31) следует, что дискретизация матрицы сводится к 

разбиению отрезка  [ ]1;1 +−  на ( )12 +q  отрезок равной длины. В этом случае 

параметры дискретизированной матрицы  

( )2
0

2
2
0

2 1
4
1 l
l AC −= σσ , ( )2

0
2

0

1
4
1 l
l

AC Aijij −=′ σ . (2.32)

Оптимальные параметры дискретизации будут равны 

( )
00 2

12 AqC +
= , ( )

ii Bqb
2

12 +
= , 

( ) ( )22
0

2

2

12
1

A

A

Aq σ
σρ

++
−= . 

(2.33)

Как видим, величина коэффициента корреляции не зависит от знака 0A , 

с ростом 0A  стремится к единице. Соответственно близка к нулю величина 

ошибки. Сказанное справедливо даже в наихудшей ситуации ( )0,00 == iBA , 

когда коэффициент корреляции минимален, а величина ошибки 
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максимальна. В этом случае из (2.18)-(2.19) и (2.32)-(2.33) следуют простые 

оценочные выражения: 

( )122
11min +

−≈
q

ρ , ( )12
1

max +
≈

q
P

π
. (2.34)

Как видим, даже в простейшем случае 1=q , величина ошибки 

достаточно мала ( )11.0max ≈P . С ростом числа градаций  величина maxP   

быстро стремится к нулю.  

Сказанное выше подкрепляется результатами численного 

эксперимента. На рисунке 2.1 приведена зависимость величины ошибки от 

величины 0A  при различных значениях   iB . Графики приведены для двух 

значений числа градаций ( )16qи1 ==q . На первом графике пунктирной 

линией показаны результаты эксперимента с бинаризованной матрицей [121].  
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Рис. 2.1. Вероятность несовпадения направлений локальных полей в случайной точке 
конфигурационного пространства. Матрица Â  имеет равномерное распределение 
матричных элементов. По горизонтальной оси отложено среднее значение элементов 
исходной матрицы Â . Маркерами показаны экспериментальные результаты, сплошные 
кривые построены по теоретическим выражениям (2.12). Величина порога выбиралась как 

20,2,1,0=
N

Bi

Aσ
. Для сравнения пунктирной линией на верхнем графике приведена 

кривая, соответствующая данным эксперимента с бинаризованной матрицей [121]. На 
нижнем рисунке для 16=q  стоит обратить внимание на масштаб. Ошибка при 
увеличении числа градаций снизилась в 10 раз. 
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Найдем теперь вероятность ошибки в точке 0S , соответствующей 

минимуму функционала. Зная распределение элементов матрицы Â , 

определим среднее и дисперсию величин iii sH 0=ξ  и iii sh 0=η : 

Nri Aσξ 0= ,  ( )2
0

22 1 rN −= Aσσξ , 

( )2
00

0

1
2
1 lNr
li −= Aση ,  ( ) ( )[ ]2

0
2

0
2
0

2
2
0

2 111
4
1 lrlN
l

−−−= Aσση , 

( )2
0

2
0

2
0

11
1

lr
l
−−

−=ρ . 

(2.35)

С учетом (2.35) вероятность ошибки определяется по формуле (2.28). 

 На рисунке 2.2 представлены зависимости вероятности ошибки от 

числа градаций. Данные получены для случая 00 =A  и 0=iB . Видно, что 

выражение (2.28) хорошо согласуется с экспериментом. Максимальное 

значение ошибки 03.0≈mP  имеет место при 1=q . С ростом числа градаций 

вероятность ошибки убывает. Скорость убывания определяется вытекающим 

из (2.28) и (2.35) оценочным выражением 

( )18
1

2 ++
≈

qq
Pm ππ

, (2.36)

справедливым при 1>>q  (при 1~q  это выражение дает заниженную на 30% 

величину). 

  Так же на графике представлена зависимость ошибки от числа 

градаций в случайной точке пространства. Очевидно, что по мере спуска 

вероятность несовпадения направлений полей уменьшается, хотя и не 

обращается в нуль. 
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Рис. 2.2. Вероятность несовпадения направлений локальных полей от числа градаций в 
случайной точке пространства и в минимуме. Маркерами показаны экспериментальные 
результаты, сплошные кривые построены по теоретическим выражениям (2.34) и (2.18). 
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§2.3. Матрицы с нормальным  распределением элементов 

 Рассмотрим матрицу вида ijij AAA ′+= 0 , где 0A  - некоторая константа, 

определяющая среднее значение элементов матрицы Â , Â′  - матрица с 

нормальным распределением элементов (нулевое среднее, единичная 

дисперсия). Решив систему (2.6), мы получим координаты отрезков, на 

которые надо разбить область распределения Â′ : 

( )
( ) qk
qq
kklx Ak ,,1,0,

1
11ln2 22

0 K=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

−−= σ . (2.37)

Отрезки отрицательных элементов ijA′  будут зеркальным отражением 

относительно центра распределения. Используя (2.18)-(2.20) находим 

оптимальное значение 0l  

q = 1 q = 2 q = 4 q = 8 q = 16 

Al σ⋅= 61.00  Al σ⋅= 42.00  Al σ⋅= 28.00  Al σ⋅= 23.00  Al σ⋅= 21.00  

Таблица 2.1. Размер нулевого отрезка для различного числа градаций и дисперсии 

элементов исходной матрицы. 

 

В этом случае параметры дискретизированной матрицы  

2

2
0

22
3

12
A

l

Aijij eqAC σ

π
σ

−+
=′ , ∑=

=

q

k
kC Pk

1

22 2σ . (2.38)

Здесь kP  – вероятность появления k -ого элемента, 2
Cσ  – дисперсия матрицы 

Ĉ . Оптимальные параметры дискретизации определяются выражениями 

(2.11) и (2.14), корреляция локальных полей равна 

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∑

+
=

=

2

2
0

1

2 2
exp

3

12

A
q

k
k

l

Pk

q
σπ

ρ . (2.39)

Как видим, величина коэффициента корреляции не зависит от знака 0A , 

с ростом 0A  стремится к единице. Соответственно близка к нулю величина 

ошибки. Сказанное справедливо даже в наихудшей ситуации ( )0,00 == iBA , 



 49

когда коэффициент корреляции минимален, а величина ошибки 

максимальна. Максимальная вероятность ошибки, оцененная выражениями 

(2.18) и (2.28), составляет 16.0max ≈P  для 1=q . 

 Сказанное выше подкрепляется результатами численного 

эксперимента. На рисунке 2.3 приведена зависимость величины ошибки от 

величины 0A  при различных значениях   iB . Графики приведены для двух 

значений числа градаций ( )16qи1 ==q . На первом графике пунктирной 

линией показаны результаты эксперимента с бинаризованной матрицей [121]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 50

q = 1

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

0,18

-15 -10 -5 0 5 10 15
AA σ0

0

1

2

20

P

 

q = 16

0

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

-15 -10 -5 0 5 10 15
AA σ0

0

1

2

20

P

 
Рис. 2.3. Вероятность несовпадения направлений локальных полей в случайной точке 
конфигурационного пространства. Вероятность несовпадения направлений локальных 
полей в случайной точке конфигурационного пространства. Матрица Â  имеет 
нормальное распределение матричных элементов. По горизонтальной оси отложено 
среднее значение элементов исходной матрицы Â . Маркерами показаны 
экспериментальные результаты, сплошные кривые построены по теоретическим 

выражениям (2.12). Величина порога выбиралась как 20,2,1,0=
N

Bi

Aσ
. 
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Найдем теперь вероятность ошибки в точке 0S , соответствующей 

минимуму функционала. Зная распределение элементов матрицы Â , 

определим среднее и дисперсию величин iii sH 0=ξ  и iii sh 0=η : 

Nri Aσξ 0= ,  ( )2
0

22 1 rN −= Aσσξ , 

∑=
−=

q

qk
ki kPNη ,  

N
PkN iq

qk
k

η
ση −∑=

−=

22 , 

ηξσσ

ηξ
ρ

N
ACN iiijij −′

=
2

, 

(2.40)

где 

{ }
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( )
( ) dx

r
rx

r
xssAxP
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kjiijkk ∫
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⎨
⎧

−
−

−
−

=<<=
−

−
1

2
0

2

2
0

2
0

001 12
exp

12
1Pr

A

A

A
σ

σ
πσ

. (2.41)

С учетом (3.37) вероятность ошибки определяется по формуле (2.28). 
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Рис. 2.4. Вероятность несовпадения направлений локальных полей от числа градаций в 
случайной точке пространства и в минимуме. Маркерами показаны экспериментальные 
результаты, сплошные кривые построены по теоретическим выражениям (2.18) и (2.28). 
 

На рисунке 2.4 представлены зависимости вероятности ошибки от 

числа градаций. Данные получены для случая 00 =A  и 0=iB . Видно, что 

выражение (2.28) хорошо согласуется с экспериментом. Максимальное 



 52

значение ошибки 05.0≈mP  имеет место при 1=q . С ростом числа градаций 

вероятность ошибки убывает. 

Так же на графике представлена зависимость ошибки от числа 

градаций в случайной точке пространства. Очевидно, что по мере спуска 

вероятность несовпадения направлений полей уменьшается, хотя и не 

обращается в нуль. 
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§2.4. Расстояние между минимумами 

В предыдущих параграфах была определена вероятность несовпадения 

локальных полей дискретизированного и исходного функционалов. Тем 

самым мы показали, что минимизируя дискретизированный функционал (2.9) 

мы минимизируем также и исходный функционал (2.3). Однако, этого 

недостаточно пока, чтобы сказать, насколько такая минимизация 

эффективна. Интуитивно понятно, что чем больше будут расходиться 

направления локальных полей в стартовой точке, тем больше будут 

отличаться минимумы. Т.е. должна существовать некоторая зависимость 

между вероятностью ошибки в случайной точке и расстоянием между 

минимумами дискретизированного функционала и исходного. Эту 

зависимость мы и постараемся определить ниже. 

Рассмотрим расстояние по Хеммингу  между минимумом ∗
0S  

дискретизированного функционала и минимумом 0S  исходного 

функционала, в который пришла бы нейронная сеть, используя решающее 

правило (2.2) и точку ∗
0S  в качестве начальной. Расстоянием d  будем 

называть долю несовпадающих компонент n  векторов 0S  и ∗
0S , которое 

будет определяться как 

N
nd = , (2.42)

где N  - размерность нейронной сети. 

 Так как точка ∗
0S  для дискретизированного функционала (2.9) может 

быть как минимумом, так и случайной точкой, то нет никакой возможности 

(на данный момент) аналитически определить расстояние d . Поэтому были 

проведены вычислительные эксперименты, в которых определялось среднее 

расстояние между минимума для различных размерностей и числа градаций. 

Из графиков видно, что расстояние практически не зависит от размерности 

сети, а также уменьшается с ростом числа градаций. Подобное поведение 

наблюдается у вероятности ошибки в случайной точке пространства. 
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Поэтому логично предположить, что расстояние определяется 

исключительно вероятностью несовпадения полей P , т.е. 

 Pd =  или PNn = . (2.43)

 На рисунке 2.6 показана экспериментальная зависимость расстояния от 

числа градаций, а также зависимость (2.43). Видно, что зависимость (2.43) 

хорошо описывает необходимую нам зависимость. Тем самым, определив 

вероятность ошибки с помощью выражения (2.18), можно сразу же оценить и 

Хеммингово расстояние между найденным минимумом дискретизированного 

функционала и истинным минимумом, до которого сеть не добралась. Зная 

такую информацию можно принять решение продолжать ли спуск от точки 
∗
0S  до точки 0S  или же остановиться (в зависимость от требований 

поставленной задачи). 

Для матриц с равномерным распределением элементов это расстояние 

меняется от 12% для 1=q  до 1% для 16=q . При бинаризации хеммингово 

расстояние между минимумами составляло 17%. Для матриц с нормальным 

распределением элементов хеммингово расстояние меняется от 15% для 

1=q  до 5% для 16=q . При бинаризации тех же матриц расстояние 

составляет 20%. 
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Рис. 2.5. Зависимость хеммингова расстояния между минимумами исходного и 
дискретизированного функционалов при различном числе градаций. 
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Рис. 2.6. Зависимость хеммингова расстояния между минимумами исходного и 
дискретизированного функционалов от числа градаций. Маркеры – экспериментальные 
результаты, сплошная линия – оценка по (2.43). 
 

 Хотя возможность оценить Хеммингово расстояние между 

минимумами еще до того, как сеть начала свою работу и является полезной, 

тем не менее, интереснее знать, сколько по энергии мы не дойдем до 

истинного минимума, ведь нейронная сеть минимизирует функционал (2.3) и 
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именно он является мерой эффективности минимизации. Оценим теперь 

расстояние между точками  0S  и ∗
0S  по энергии. 

 Минимумы 0S  и ∗
0S  различаются n  координатами, т.е. достаточно 

изменить Nn 2.0<  нейронов в векторе ∗
0S  и мы получим минимум исходного 

функционала. На деле же, нейронная сеть Хопфилда при спуске из точки ∗
0S  

в минимум 0S  изменит порядка N9.0  нейронов, т.е. некоторые нейроны 

изменят свое состояние четное число раз, и их вклад в изменение энергии  в 

итоге окажется нулевым. Поэтому при оценке расстояния эти лишние 

действия сети не учитывать и полагать, что свое состояние изменило только 

n  нейронов. Из динамики нейронной сети Хопфилда ясно, что при 

изменении состояния нейрона величина энергии изменяется на величину 

локального поля, действующего на этот нейрон. Таким образом, при каждом 

изменении состояния нейрона энергия меняется в среднем на величину de  

равную среднему значению модуля локального поля. Так как локальные поля 

в случайной точке распределены по нормальному закону с нулевым средним 

и дисперсией равной дисперсии матрицы, то получим 

π
σ Nde 2

A= . (2.44)

 Теперь, зная число неудовлетворенных нейронов (2.43) и шаг, с 

которым меняется энергия, можно определить расстояние по энергии между 

точками 0S  и ∗
0S : 

π
σ NPNdE 2

A= . (2.45)

 На рисунке 2.7 показаны зависимости расстояния между минимумами 

исходного и дискретизированного функционалов по энергии. Видно, что 

оценочные выражения описывают характер зависимости расстояния по 

энергии между минимума. Разница в энергиях для матриц с равномерным 

распределением элементов меняется от 7% для 1=q  до 0.2% для 16=q . При 

бинаризации – 14%. Для матриц с нормальным распределением расстояние 
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по энергии между минимума дискретизированного минимума и минимума, 

полученного после коррекции меняется от 11% для 1=q  до 2% для 16=q . 

При бинаризации – 21%. 

Равномерное распределение

0

0,02

0,04

0,06

0,08

0,1

0,12

0,14

0,16

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18q

0EdE

 

Нормальное распределение

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18q

0EdE

 
Рис. 2.7. Расстояние между минимумами исходного и дискретизированного функционалов 
по энергии. Маркеры – экспериментальные данные, сплошная линия – теоретическая 
оценка (2.45). Стрелкой обозначено значение, получаемое при бинаризации. 
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§2.5. Выводы 

 В настоящей главе были получены следующие результаты: 

1. Описана процедура дискретизации. Суть дискретизации заключается в 

замене вещественных элементов исходной матрицы связей Â   в 

квадратичном функционале E  (см. (2.3)) целыми числами в некотором 

диапазоне [ ]qq +− ; , где q  - число градаций, задаваемый пользователем 

параметр. 

2. Введены два основных параметра, позволяющих управлять 

характеристиками дискретизации по желанию пользователя: q  – 

число градаций и 0l – размер нулевого отрезка. В работе [121] 

рассматривалась процедура бинаризации, в которой элементы матрицы 

связей заменялись их знаками (т.е. 1± ), а ноль оставался без 

изменений. Дискретизация является общим случаем бинаризации с 

двумя основными отличиями. Во-первых, при дискретизации элементы 

матрицы связей заменяются целыми числами из диапазона, 

задаваемого числом градаций, а не просто знаками элементов. Во-

вторых, нулем заменятся ноль и элементы, близкие к нулю в некоторой 

области, которая задается параметром 0l . Оптимальный подбор числа 

градаций и размера нулевого отрезка позволить наилучшим образом 

провести дискретизацию матрицы и получить наилучшие результаты. 

3. Получены аналитические оценки вероятности несовпадения 

направлений локальных полей дискретизированного и исходного 

функционалов. Ее наихудшее значение определяется выражением  

minarcsin1
2
1 ρ

π
−=P , 

AC

ijij AC
σσ

ρ
′

=min .  

Замена исходной матрицы связей Â  ее дискретизированным аналогом 

Ĉ  приводит к образованию нового функционала – 

дискретизированного ε  (см. (2.9)). Минимумы дискретизированного 

функционала, в основном, отличаются от минимумов исходного 
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функционала. Поэтому, чтобы с уверенностью сказать, что 

минимизируя функционал ε  минимизируется и функционал E  

необходимо, чтобы вероятность P  несовпадения локальных полей 

исходного и дискретизированного функционалов была как можно 

меньше. 

4. Процедура дискретизации продемонстрирована на примерах матриц с 

нормальным и равномерным распределениями матричных элементов. 

Для матриц с равномерным распределением элементов при 1=q  - 

11.0≈P  и с ростом числа градаций снижается до 01.0≈P  для 16=q . 

Для тех же матриц при бинаризации ошибка составляет 2.0≈P , 

практически в 2 раз больше худшего значения при дискретизации. Для 

матриц с нормальным распределением ошибка меняется от значения 

16.0≈P  до 06.0≈P . Несмотря на то, что тип распределения влияет на 

эффективность дискретизации, ошибка все равно остается достаточно 

малой величиной. 

5. Получена оценка хеммингова расстояния между минимумом 

дискретизированного функционала и минимумом исходного 

функционала, в который пришла бы исходная сеть из 

дискретизированного минимума. Хеммингово расстояние между 

минимумами оказалось пропорционально вероятности несовпадения 

направлений локальных полей  

PNn = .  
 

Минимумы дискретизированного функционала не являются 

минимумами исходного функционала. Однако можно провести 

коррекцию дискретизированного минимума, используя его как 

стартовое состоянии исходной сети, и найти таким образом ближайший 

минимум функционала E . Экспериментальные наблюдения показали 

число различных компонент дискретизированного минимума и 

минимума исходно функционала (т.е. Хеммингово расстояние) 
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пропорционально вероятности несовпадения направлений локальных 

полей в случайной точке. Для матриц с равномерным распределением 

элементов это расстояние меняется от 12% для 1=q  до 1% для 16=q . 

При бинаризации хеммингово расстояние между минимумами 

составляло 17%. Для матриц с нормальным распределением элементов 

хеммингово расстояние меняется от 15% для 1=q  до 5% для 16=q . 

При бинаризации тех же матриц расстояние составляет 20%. 

6. Получена оценка расстояния по энергии между минимумом 

дискретизированного функционала и минимумом исходного 

функционала, в который пришла бы исходная сеть из 

дискретизированного минимума: 

π
σ NPNdE 2

A= .  

Исследования показали, что разница в энергиях для матриц с 

равномерным распределением элементов меняется от 7% для 1=q  до 

0.2% для 16=q . При бинаризации – 14%. Для матриц с нормальным 

распределением расстояние по энергии между минимума 

дискретизированного минимума и минимума, полученного после 

коррекции меняется от 11% для 1=q  до 2% для 16=q . При 

бинаризации – 21%. 

7. Полученные аналитические оценки позволяют оценить 

эффективность применения дискретизации еще до ее 

непосредственного применения на практике.  

8. Все аналитические оценки подтверждены множеством численных 

экспериментов, в главе приводятся рисунки, демонстрирующие 

согласованность теоретических и экспериментальных наблюдений. 
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ГЛАВА 3. АЛГОРИТМЫ ПОИСКА МИНИМУМОВ 
 Основной целью дискретизации является максимальное увеличение 

скорости минимизационного алгоритма при минимальной потери в качестве 

минимизации. В настоящей главе будут рассмотрены алгоритмы на основе 

дискретизации, проанализирована скорость алгоритмов и глубина находимых 

минимумов в зависимости от числа градаций.   

§3.1. Одноэтапный алгоритм 

 Во многих прикладных задачах дискретной оптимизации достаточно 

минимизировать функционал, а не найти его минимум. В этом случае удобно 

использовать дискретизацию. Действительно, за счет перехода к 

дискретизированной матрице экономится объем оперативной памяти, 

поэтому можно решать задачи большей размерности. Конечно, 

эффективность минимизации будет хуже в сравнении с обычной моделью 

Хопфилда. Тем не менее, дискретизация позволяет работать с размерностями 

недоступными обычной нейронной сети. Однако, рассмотрев зависимость 

эффективности минимизации от числа градаций, можно найти, что при 

достаточно большом числе градаций достигается удовлетворительная 

эффективности минимизации, а так же скорость алгоритма.  

 Одноэтапным алгоритмом в дальнейшем будем называть просто 

минимизацию дискретизированного функционала без дальнейшей коррекции 

минимумов. Алгоритм состоит из следующих шагов. 

1. Дискретизируем исходную матрицу Â . 

2. Находим минимумы дискретизированного функционала, используя 

динамику из главы 2. Проводится серия стартов из случайных точек. 

3. Вычисляем значение дискретизированного функционала в минимуме и 

выбираем самый глубокий минимум. 

Что же дает такой подход? Так как исходная матрица не участвует в 

минимизации, то нет никакой необходимости ее хранить или загружать в 

оперативную память. Это позволит значительно снизить требования к 
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оперативной памяти, а так же решать минимизационные задачи, которые 

нельзя было решить обычной нейронной сетью Хопфилда. Действительно, 

если каждый элементы матрицы Â  занимает 8 байт памяти, то переход к 

дискретизированной матрице снизит объем занимаемой памяти, например, от 

10 ( )16=q  до 32 ( )1=q  раз. Конечно, одноэтапный алгоритм предназначен для 

быстрой минимизации функционала (2.3), а не для нахождения его 

минимумов.  Дальше будет показано, какой вид имеют распределения 

минимумов функционала ε  и насколько эффективно одноэтапный алгоритм 

позволяет решать минимизационную задачу. 
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Рис. 3.1. Изменение энергии при изменении нейронном своего состояния в процессе 
спуска. Верхняя кривая – одноэтапный алгоритм, нижняя кривая – стандартная модель 
Хопфилда. 

 

В главе 2 было показано, что направления локальных полей 

дискретизированного и исходного функционалов в случайной точке 

пространства не совпадают с некоторой вероятностью. Поэтому, не  смотря 

на одинаковую стартовую точку, минимизационные пути сети на 

дискретизированной матрице и на исходной матрице будут различными. 

Сказанное продемонстрировано на рисунке 3.1. На рисунке изображено как 

меняется величина функционала (2.3) при изменении состояния нейрона. 
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Верхняя кривая соответствует минимизации с дискретизированной матрицей 

( )1=q . Как видно, минимизация дискретизированного функционала приводит 

к минимизации исходного функционала. Однако минимумы 

дискретизированного функционала обычно не являются минимумами 

исходного функционала. Поэтому нельзя использовать только динамику (2.8) 

для нахождения устойчивых состояний функционала E , но этого достаточно 

для быстрой минимизации E . 

Рассмотрим свойства алгоритма. Распределения энергий минимумов 

исходного функционала стандартной сети Хопфилда описываются 

некоторым распределением, среднее и стандартное отклонение которого 

можно оценить по формулам 

N
NE
14.04

2
Aσ

−= , 
( )

4
12 42 NEN

E

−
= Aσ

σ . (3.1) 

Выражения (3.1) являются оценочными, так как на данный момент не 

существует полученных строго аналитическим путем выражений. На рисунке 

3.2 представлены экспериментальные зависимости средней энергии 

минимумов и их стандартное отклонение (маркеры на графиках). Сплошные 

кривые построены по формулам (3.1). Видно, что представленные выражения 

хорошо описывают эксперимент.  
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Рис. 3.2. Зависимость среднего значения (верхний график) и стандартного отклонения 
(нижний график) минимумов исходного функционала. Маркеры – экспериментальные 
данные, сплошные кривые – теоретические оценки. 
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Заметим, что выражения (3.1) зависят только от дисперсии матрицы и 

ее размерности. Поэтому можно предположить, что при замене исходной 

матрицы ее дискретизированным аналогом, выражения для средней энергии 

останется тем же, только с соответствующими параметрами новой матрицы. 

Т.е. выражения (3.1) преобразуются для дискретизированного функционала в 

следующий вид 

N
N
14.04

2
Cσε −= , 

( )
4

12 42 NN εσ
σε

−
= C . (3.2) 

На рисунке 3.3 представлены экспериментальные и теоретические 

зависимости среднего и стандартного отклонений энергий минимумов 

дискретизированного функционала. Как видно, (3.2) так же неплохо 

описывают поведение ε . В дальнейшем эти выражения помогут нам в 

построении алгоритмов. 
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Рис. 3.3. Зависимость среднего значения (верхний график) и стандартного отклонения 
(нижний график) минимумов дискретизированного функционала. Маркеры – 
экспериментальные данные, сплошные кривые – теоретические оценки. 
 

Рассмотрим теперь распределения минимумов полученных 

стандартной сетью Хопфилда и одноэтапным алгоритмом.  На рисунке 3.4 

показано взаимное расположение распределений энергий минимумов 

исходного функционала и энергий минимумов дискретизированного 

функционала, вычисленных по формуле (2.3). Все значения нормированы на 

среднее значение  энергии минимумов исходного функционала. Видно, что 
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распределения имеют гауссовый вид и довольно близко расположены друг к 

другу. Т.е. переход к одноэтапному алгоритму всего лишь смещает диапазон 

найденных минимумов. Расстояние сдвига распределений было оценено в 

главе 2. На рисунке 3.4 представлен случай 1=q . Но согласно результатам, 

полученным в главе 2, с ростом числа градаций и минимумы находятся 

глубже.  
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Рис. 3.4. Взаимное расположение минимумов одноэтапного алгоритма и минимумов 
обычной нейронной сети Хопфилда. 
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На рисунке 3.5 представлена зависимость распределений энергий 

минимумов дискретизированного функционала от числа градаций. Видим, 

что при 16=q  распределение практически совпадает с результатами 

стандартной модели Хопфилда (пики распределений расположены на -1). 
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Рис. 3.5.  Распределение плотности вероятности нахождения минимумов одноэтапного 
алгоритма по энергии исходного функционала для разного числа градаций. 
 

Хотя при одноэтапном алгоритме минимизируется также исходный 

функционал, тем не менее, самый глубокий минимум дискретизированного 
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функционала необязательно будет самым глубоким исходного функционала. 

Вычислять энергию функционала (2.3) для каждого минимума довольно 

накладно и сильно затормаживает алгоритм. Поэтому удобно было бы 

определять глубину минимума по энергии дискретизированного 

функционала.  

На рисунке 3.6 представлены зависимости энергий одних и тех же 

состояний на исходном функционале и дискретизированном функционале. 

Как видно, на большой части диапазона энергий минимумов есть 

соответствие между глубинами минимумов. Тем не менее, при малом числе 

градаций в области самых глубоких минимумов наблюдается 

рассогласование энергий. Т.е. самый глубокий минимум ε  не является самым 

глубоким минимумом E . И все же при минимизации достаточно определить 

10-15 самых глубоких минимумов дискретизированного функционала, а 

затем вычислить для них энергию E  и выбрать самый глубокий. При 

больших значения числа градаций ( )8>q  подобный отбор делать 

необязательно. Это показывает, что энергетические поверхности 

дискретизированного и исходного функционалов совпадают с большой 

корреляцией. 

С учетом сказанного, одноэтапный алгоритм можно сформулировать 

следующим образом: после дискретизации матрицы определяются 

минимумы дискретизированного функционала, лежащие глубже εσ5.1  от 

среднего значения ε . Затем, в зависимости от цели задачи, можно либо 

ограничиться самым глубоким минимумом дискретизированного 

функционала, либо вычислить соответствующие им энергии исходного 

функционала и выбрать самое глубокое состояние из них. Второй способ 

более медленный, так как вычисление энергии исходного функционала 

требует  22~ N  операций. Вычисление энергии дискретизированного 

функционала может быть выполнено быстро суммированием локальных 

полей (уже известных на последнем этапе минимизации) с 

соответствующими знаками. 
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Рис. 3.6. Соотношение энергий минимумов одноэтапного алгоритма на исходном 
функционале и дискретизированном функционале. 
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§3.2. Двухэтапный алгоритм 

Конечно, найдется множество задач, в которых достаточно просто 

минимизировать функционал и на этом остановиться. Однако часто все же 

необходимо найти устойчивую точку (минимум) E . В этом случае 

достаточно добавить к одноэтапному алгоритму еще один этап: используя 

стандартную модель Хопфилда, спуститься из минимума одноэтапного 

алгоритма.  

Двухэтапный алгоритм можно записать следующим образом. 

1. Из случайной точки пространства S , используя одноэтапный алгоритм, 

приходим в некоторую точку ∗
0S , являющуюся минимумом 

дискретизированного функционала ε . 

2. Из состояния ∗
0S  спускаемся, используя обычную модель Хопфилда на 

исходной матрице, в минимум 0S  функционала E . 

Второй этап – коррекции – начинается из состояний ∗
0S , которые 

расположены глубже случайных точек S . Поэтому логично предположить, 

что и минимумы, получаемые двухэтапным алгоритмом, будут лучше, чем 

минимумы стандартной модели. Однако надо помнить, что у нейронной сети 

довольно много локальных минимумов, число которых растет 

экспоненциально с ростом размерности. Поэтому существенное смещение 

стартовых состояний по большому счету  не оказывает ощутимого влияния 

на эффективность минимизации. 

Сказанное выше хорошо иллюстрирует рисунок 3.7, на котором 

представлено взаимное расположение  распределений энергий минимумов в 

различных точках пространства. Все значения нормированы на среднее 

значение  энергии минимумов исходного функционала. Случайные точки S  

распределены по нормальному закону около нуля (кривая 1). Минимумы 

стандартной модели Хопфилда с исходной матрицей распределены около -1 

(кривая 3), что соответствует среднему значению энергии минимумов, 

которое можно оценить с помощью выражения (3.1). Результаты 
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одноэтапного алгоритма ( )1=q  отображены кривой 3. А кривая 4 показывает 

распределение минимумов двухэтапного алгоритма.  

Большая часть минимизационного пути проходится одноэтапным 

алгоритмом, которая даже в случае малого числа градаций ( )1=q  составляет 

более 90% от пути обычной модели Хопфилда. При большом числе градаций 

( )16=q  кривые 2 и 3 практически полностью совпадут, т.е. подавляющее 

число найденных минимумов ∗
0S  окажутся минимумами исходного 

функционала E , и второй этап окажется фактически ненужным. Тем не 

менее, второй этап позволяет с большей вероятностью находить более 

глубокие минимумы (кривая 4), чем обычная нейронная сеть Хопфилда. В 

среднем минимумы, получаемые двухэтапным алгоритмом, глубже. 

Вероятность того, что двухэтапный алгоритм найдет более глубокий (или 

равный) минимум, чем сеть Хопфилда составляет более 50% (см. рис. 3.8). 
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Рис. 3.7. Функции распределения состояний: начального s  (кривая 1), 
дискретизированного ∗

os  (кривая 2) и конечного os  (кривая 4). Кривая 3 – распределение 
состояний исходного функционала. 
 

К сожалению, использование двухэтапного алгоритма влечет за собой 

отказ от некоторых преимуществ одноэтапного алгоритма. Например, из-за 

необходимости использовать исходную матрицу на втором этапе теряется 
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преимущество в экономии оперативной памяти. Так же снижается скорость 

алгоритма, поскольку второй этап может оказаться по затратам сравним с 

обычной моделью Хопфилда. 
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Рис. 3.8.  Вероятность найти более (кривая 1) глубокий минимум или менее (кривая 2) 
глубокий с помощью 2-этапного алгоритма. 
 

Однако влияние указанных выше недостатков можно снизить. К 

сожалению, нельзя утверждать, что старт из более глубокого состояния 

приведет к нахождению более глубокого минимума. Тем не менее, 

необязательно проводить старты из всех точек ∗
0S , найденных на первом 

этапе. Например, если производить старты из состояний, лежащих левее 

среднего значения энергии минимумов ∗
0S , то вероятность найти самый 

глубокий минимум окажется достаточно большой (рис. 3.9). Уже в случае 

1=q  вероятность найти самый глубокий минимум превышает 60%, и, 

соответственно, увеличивается с ростом числа градаций (при числе градаций 

8=q  вероятность превышает 90%). В основном число минимумов с обеих 

сторон от среднего значения приблизительно одинаково. Однако для 

размерности 100=N  распределение является асимметричным, т.е. слева 

минимумов на 8-10% больше, чем справа. Поэтому на графике наблюдается 
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выброс для  размерности 100=N  (вероятность близка к 100%). Итак,  при 

отбрасывании половины состояний можно уменьшить число операций на 

втором этапе  вдвое. 
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Рис. 3.9. Вероятность попадания в самый глубокий минимум из левой и правой областей 
распределения ∗

os . 
 

 В качестве границы раздела стартовых областей необязательно 

выбирать среднее значение энергий ε  в состояниях ∗
0S , ее можно смещать 

влево, значительно уменьшая число стартов на втором этапе. Конечно, при 

таком подходе будут потери в эффективности минимизации, т.е. чем меньше 

стартовая область, тем хуже получаемое решение (рис. 3.10). Эффективность 

минимизации оценивается выражением  

0

0

E
EEE
∗−

=δ , (3.3) 

где 0E  - самый глубокий минимум, найденный со всех состояний ∗
0S , ∗E  - 

самый глубокий минимум, найденный при стартах из левой области.  

Если уменьшить стартовую область на εσ2≈  от среднего значения, то 

эффективность алгоритма упадет приблизительно на 1%. При этом число 
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стартов на втором этапе составит порядка 0.05 от общего числа состояний ∗
0S , 

найденных на первом этапе. 
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Рис. 3.10. Зависимость эффективного расстояния от размера стартовой области. Размер 
стартовой области задается в единицах εσ  функции распределения энергии ( )∗

osε . 
 

Двухэтапный алгоритм, несмотря на некоторые недостатки, все же 

позволяет находить более глубокие минимумы, чем обычная сеть Хопфилда. 

Правильный подбор области стартовых точек на втором этапе позволит 

достаточно ускорить сам алгоритм. 
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§3.3. Быстродействие алгоритмов 

 Программная реализация стандартной модели Хопфилда требует 

порядка  22TNOp ≈  операций, где T  - число итераций.  

 Из предыдущих параграфов следует, что при минимизации 

дискретизированного функционала проходится более 95% 

минимизационного пути. При оптимизации количество итераций для 

дискретизированной матрицы примерно равно числу итераций исходной 

матрицы (рис. 3.11). 
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Рис. 3.11. Соотношение числа итераций при замене вещественной матрицы 
целочисленной ( )1=q . 
 

Таким образом, путь, проходимый при оптимизации по энергии 

примерно равен пути проходимому на исходной матрице, а объем 

вычислений при такой замене тот же. Тем не менее, применение целых чисел 

малой разрядности в процедуре дискретизации дает возможность для более 

экономного хранения этих чисел и увеличивает скорость работы алгоритма. 

В случае 15=q  в 4 байта можно записать одновременно 4 целых числа. При 

этом время работы сократится в 4 раза. А при 1=q  в 4 байта можно записать 

сразу 8 чисел, и время работы сократится до 8 раз. Экономия происходит за 
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счет операций процессор-память, т.к. при использовании чисел малой 

разрядности можно оперировать сразу несколькими числами. 

 На рисунке 3.12 показано увеличение скорости алгоритма при 

использовании дискретизации ( 1=q , в 4 байта записывалось 8=p  чисел) по 

сравнению с алгоритмом Хопфилда. С увеличением размерности сети 

скорость алгоритма увеличивается и достигает своего предельного значения 

7.3. 
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Рис. 3.12. Ускорение, получаемое при упаковке чисел ( )8=p  по сравнению с обычным 
методом. 
 

Модификация динамики. С увеличением числа итераций, число 

нейронов, которые изменяют свое направление, неуклонно уменьшается (рис. 

3.13). Это означает, что направления компонент локального поля H   также 

реже изменяется уже после 4-ой итерации (менее 5%). Поэтому вычисление 

на каждом шаге компоненты вектора H  не эффективно. В настоящее время 

используется другой метод расчета. В исходном состоянии S  вычисляются 

все компоненты  H . На каждом шаге процедуры при изменении состояния 

нейрона вектор H  модифицируется по правилу ( )iAHH 2±= , если 
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направление спина положительно/отрицательно, ( )iA  – i -ый вектор-столбец 

матрицы Â . 
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Рис. 3.13. Количество изменений состояний нейронов на каждой итерации.  Размерность 
нейросети 4000=N , T  - номер итерации. 
 

При перевороте каждого спина производится N  операций. Число 

переворотов спинов не превышает N  (рис. 3.14a), поэтому вычислительная 

сложность такого алгоритма ( ) 21~ Nα+ , а 15.0 <<α . Отношение объемов 

вычислений исходного метода к методу с обновлениями составляет величину 

порядка числа итераций ( )1,~ >>TT  (рис. 3.14b). 

 Рассмотрим далее ускорение алгоритмов (одноэтапного и 

двухэтапного) с учетом новой динамики с обновлениями. 
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Рис. 3.14. (а) – Полное число изменений состояний нейронов при увеличении размерности 
нейронной сети N ; (b) – Изменение числа итераций в зависимости от размерности сети 
N . 
 

Увеличение быстродействия одноэтапного алгоритма при 

использовании дискретизации в динамике с обновлениями для различной 

размерности показано на рисунке 3.15. Установлено, что достигаемое 

ускорение при упаковке 8 чисел в 4 байта ( 1=q , 8=p ) равно 3.5≈θ . При 

упаковке 4 чисел ( )4=p  в исходный формат ускорение составляет 8.3≈θ  
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( )16<q . Таким образом, с помощью дискретизации можно добиться 8-

кратного увеличения скорости работы алгоритма при использовании чисел 

малой разрядности { }1 0; ;1 +− . 
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Рис. 3.15. Ускорение, получаемое при упаковке чисел ( )8=p  по сравнению с обычным 
методом. 
 

Объем вычислений двухэтапного алгоритма складывается из объема 

вычислений на первом и втором этапах. Согласно рис. 3.11 число итераций 

на первом этапе равно числу итераций обычного алгоритма HO , однако, за 

счет дискретизации эти операции выполняются в θ  раз быстрее. Таким 

образом, объем вычислений на первом этапе по сравнению с алгоритмом 

Хопфилда составит  

θ
HOO =1 . (3.4) 

 На втором этапе производится лишь часть пусков, произведенных на 

первом этапе. В среднем доля пусков составляет 0.05 от общего числа 

стартов. При этом на втором этапе (коррекции) производится лишь 0.3 от 

числа итераций стандартного алгоритма Хопфилда (рис. 3.11, нижняя 

кривая). Поэтому объем вычислений на втором этапе составит  

HOO 3.005.02 ⋅= . (3.5) 



 82

 Тогда ускорение двухэтапного алгоритма составит 

θ
H

H

H

OO

O

+⋅
=Θ

3.005.0
. 

(3.6) 

 В случае 8,1 == pq  – 5=Θ , а при 16,1 == pq  – 14.7=Θ . 

 В результате, применение дискретизации позволяет достичь 8-кратного 

ускорения без существенных потерь в эффективности минимизации. Данные 

значения быстродействия алгоритмов были получены для случая, когда 

элемент исходной матрицы занимает 4 байта памяти. 
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§3.4. Выводы 

В настоящей главе исследовались алгоритмы минимизации с 

применением процедуры дискретизации. 

1. Описывается одноэтапный алгоритм, позволяющий быстро 

минимизировать квадратичный функционал. В одноэтапном алгоритме 

находятся минимумы дискретизированного функционала, из которых 

выбирается самый глубокий. Энергия минимумов определяется на 

дискретизированной матрице, так как вычисление энергии на исходной 

матрице является довольно долгой процедурой, сравнимой по 

вычислительной сложности с самим процессом спуска сети в минимум. 

2. Было показано, что энергетические поверхности дискретизированной 

нейросети и исходной сильно коррелируют. Это означает, что глубина 

состояний дискретизированного функционала пропорциональна 

глубине этих же состояний на исходном функционале. Это 

соотношение нарушается для самых глубоких минимумов при малом 

числе градаций. Так для  1=q  самый глубокий минимум 

дискретизированного функционала может оказаться на расстоянии 2-

3% от самого глубоко минимума на исходном функционале. Тем не 

менее, при 16=q  соответствие полное. Поэтому, найдя самый 

глубокий минимум дискретизированного функционала одноэтапным 

алгоритмом можно утверждать, что он окажется либо самым глубоким 

из найденных состояний для исходного функционала, либо окажется на 

расстоянии 2-3% от оптимума. 

3. С увеличением числа градаций распределение минимумов 

дискретизированного функционала смещается в сторону более 

глубоких состояний. В среднем при 1=q  дискретизированные 

минимумы не доходят 7% до минимумов, которые находятся обычной 

сетью Хопфилда. Однако с увеличением числа градаций 

дискретизированные минимумы все чаще совпадают с минимума 
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исходного функционала и при 16=q  распределения 

дискретизированных минимумов и минимумов исходного функционала 

практически полностью совпадают. 

4. Предложены оценочные выражения среднего значения энергии 

дискретизированных минимумов и ее стандартное отклонение: 

N
N
14.04

2
Cσε −= , 

( )
4

12 42 NN εσ
σε

−
= C .  

5. Одноэтапный алгоритм в 4-5 раз быстрее сети Хопфилда с исходной 

матрицей. При использовании дискретизации в 4-х байтную 

переменную, в которой хранится один элемент исходной матрицы, 

можно записать несколько дискретизированных элементов. Если в 4 

байта записывать 4 дискретизированных числа ( 16=q ), то ускорение 

алгоритма составит ~3.8 раз. Если при 1=q  записывать в 4-х байтную 

переменную сразу 8 чисел, то ускорение составит ~5.3 раза. Это 

измерялось реальное время работы программы на различных 

размерностях матриц. 

6. Упаковка нескольких чисел в одну переменную позволяет экономить 

оперативную память до 8-ми раз и решать задачи больших 

размерностей, недоступных обычной сети Хопфилда. 

7. Описывается двухэтапный алгоритм, позволяющий быстро находить 

минимумы исходного функционала. На первом этапе находятся 

минимумы дискретизированного функционала. На втором этапе 

найденные минимумы дискретизированного функционала 

корректируются с помощью исходной сети Хопфилда. 

8. Двухэтапный алгоритм более чем с 50% вероятность находит более 

глубокий минимум, чем модель Хопфилда. 

9. Предлагается модификация двухэтапного алгоритма для увеличения 

его быстродействия. Так как на втором этапе используется обычная 

сеть Хопфилда, то преимущества даваемые дискретизацией в 
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быстродействии и экономии памяти сильно снижаются. Поэтому на 

втором этапе предлагается использовать лишь несколько самых 

глубоких минимумов, найденных на первом этапе. Экспериментальные 

исследования показали, что, используя на втором этапе лишь 5% всех 

минимумов, можно добиться 5-кратного ускорения всего алгоритма. 

При этом глубина находимых минимумов (т.е. эффективность 

минимизации) снизится не более чем на 1%. 
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ГЛАВА 4. СХЕМЫ АЛГОРИТМОВ ПОИСКА 
 В данной главе будут рассмотрены схемы алгоритмов поиска и 

модификации динамики нейронной сети Хопфилда при использовании 

процедуры дискретизации. Также будет произведен подробный анализ 

вычислительной сложности нейронной сети с дискретизированной матрицей 

связей и показано, какие преимущества и недостатки проявляются в данном 

подходе.  

§4.1. Схема одноэтапного алгоритма 

На рисунке 4.1 представлена блок-схема одноэтапного алгоритма. 

Алгоритм начинается с дискретизации и упаковки матрицы связей. Число 

градаций при дискретизации определяется заранее исходя из требований 

задачи. Если необходимо добиться максимальной скорости алгоритма, то 

стоит выбрать минимальной число градаций ( )1=q . Увеличив число 

градаций (до 168 ÷=q ), можно получить наиболее глубокие минимумы, при 

этом, конечно же, будут потери в скорости алгоритма. После того как 

матрица преобразована, можно делать случайные старты. Генерируется 

случайное состояние сети Хопфилда и с него начинается спуск сети в 

устойчивое состояние. В полученном минимуме определяется и 

запоминается значение дискретизированного функционала. Затем 

генерируется следующее начальное состояние. Когда все старты проведены, 

выбирается самое глубокое состояние. Как было показано в предыдущей 

главе, при малом числе градаций самое глубокое дискретизированное 

состояние не соответствует самому глубокому состоянию исходного 

функционала. Если необходимо, можно вычислять значения исходного 

функционала, но этот способ в N -раз медленнее.  
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Рис. 4.1. Схема одноэтапного алгоритма. 
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§4.2. Схема двухэтапного алгоритма 

 На рисунке 4.2. представлена схема двухэтапного алгоритма. Алгоритм 

начинается с дискретизации и упаковки матрицы. На следующем этапе 

производятся старты со случайных состояний. После того, как генерируется 

случайное состояние, с него запускается нейронная сеть Хопфилда с 

дискретизированной матрицей связей. Когда сеть приходит в устойчивое 

состояние, определяется дискретизированная энергия полученного 

минимума. Если значение энергии меньше некоторого граничного значения, 

например, εσε 0.2−cp , где cpε  - оценочное среднее значение энергии 

минимумов. Если энергия выше заданной границы, то производится старт из 

следующего случайного состояния. В противном случае найденный 

дискретизированный минимум передается на следующий этап. На 

следующем этапе дискретизированный минимум используется как стартовое 

состояние для нейронной сети с исходной матрицей связей. В итого сеть 

приходит в минимум исходного функционала. В итоге из полученных 

минимумов исходного функционала выбирается самый глубокий. В 

предыдущей главе было показано, что выбор верхней границы влияет на 

глубину минимумов, которые могут быть найдены алгоритмом, а так же на 

количество стартов на втором этапе, т.е. на скорость алгоритма. 
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Рис. 4.2. Схема двухэтапного алгоритма. 
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§4.3. Нейронная сеть Хопфилда с дискретизированной матрицей 

 Увеличение скорости алгоритма достигается за счет применения 

дискретизации в нейронной сети Хопфилда. Алгоритмически динамика сети 

практически не отличается от стандартной модели. После того как получено 

начальное состояние для сети, оно упаковывается в более плотный формат, 

как и матрица. Таким образом, получается новый вектор-состояние, которой 

в занимает в p  раз меньший объем памяти ( p  - число чисел, которые 

помещаются в 4 байта). Затем вычисляются локальные поля, действующие на 

все нейроны. Так как все матрица и вектор-состояние находятся в 

упакованном состоянии, то из памяти на процессор для обработки поступают 

сразу несколько чисел. Например, если число градаций задано равным 1=q , 

то для хранения одного дискретизированного элемента достаточно выделить 

4 бита. Тогда в 4 байта вместо одного вещественного числа можно записать 8 

целых чисел (элементов дискретизированной матрицы). Поэтому при 

вычислении локальных полей из памяти сразу будет взято 8 элементов 

матрицы и 8 компонент вектора-состояния и одновременно перемножено 

попарно. Затем следующие 8 пар и т.д. Потом можно так же по 8 чисел 

просуммировать.  Однако тут важно помнить, что при суммировании может 

возникнуть переполнение выбеленной памяти. Поэтому после того, как к 4-х 

битному числу еще семь раз будут прибавлены такие же числа, необходимо 

результат переместить в переменную большего формата, например, 4-х 

байтную, в которую будет добавляться результат после каждого 8-го 

суммирования. Как только эти моменты учтены, алгоритм работы нейронной 

сети продолжает работать по стандартной схеме. Т.е. вычислив локальные 

поля в начальном состоянии, начинается проверка совпадения знака 

локального поля и нейрона. Для этого распаковывается первый элемент 

вектора X  и все 8 компонент поочередно проверяются на совпадение знака. 

Если состояние нейрона совпадает с направлением локального поля, то 
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Рис. 4.3. Схема нейронной сети Хопфилда с дискретизированной матрицей. 
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переходим к следующему нейрону. Если же нет совпадения, то состояние 

нейрона меняется на противоположное, а все локальные поля обновляются. 

Как только все 8 нейронов проверены, они упаковываются обратно, и 

выбирается для обработки следующий элемент упакованного вектора X . Эта 

процедура продолжается пока происходят изменения в состояниях нейронов. 

Проанализируем теперь получаемое при помощи дискретизации 

ускорение. Рассмотрим случай, когда под элемент исходной матрицы 

выделяется 4 байта. В зависимости от числа градаций под 

дискретизированный элемент можно выбирать различное число бит, 

желательно, с запасом, чтобы переполнение не происходило достаточно 

часто. Например, можно выделять 4=r  бита, когда { }2;1∈q  и упаковывать 

8=p  дискретизированных чисел в 4 байта или 8=r  бит, когда [ ]16;3∈q  и 

упаковывать 4=p  дискретизированных числа в 4 байта. Тогда можно будет 

просуммировать v  чисел разрядности r , прежде чем произойдет 

переполнение. 

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
−=

−

12 1

q
v

r

. (4.1) 

Здесь ⎣ ⎦x  - наибольшее целое, меньшее или равное x . 

С учетом сказанного выше можно оценить число операций, которое 

затратит нейронная сеть с упакованными данными на спуск из случайного 

состояния в минимум 

( )rotN
vp

NNTOp +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++=

2
124 . (4.2) 

Стандартная сеть Хопфилда производит спуск из стартового состояния 

в минимум за число операций равное  

rotNNTNOH ⋅++= 22 . (4.3) 

В результате многочисленных экспериментов была установлена 

зависимости между числом итераций T , числом изменений нейронами 

своего состояния rot  и размерностью задачи N : 
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62.029.0 NT ≈ ,    ( )( )NLnNrot 2.0132.0 +≈ . (4.4) 
На рисунке 4.4 представлены зависимости (4.4) и экспериментальные 

данные. Заметим, что число итераций значительно меньше числа изменений 

состояний нейронов. Поэтому при больших размерностях вклад операций, 

связанных с итерациями незначителен по сравнению с операциями при 

изменении нейронами своих состояний. 
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Рис. 4.4. (а) – число изменений состояний нейронов. (b) – число итераций. Маркеры – 
экспериментальные данные, сплошные кривые построены по формулам (4.4) 
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С учетом приведенных выше выражений можно оценить выигрыш по 

числу операций. На рисунке 4.5 представлено отношение числа операций 

алгоритма Хопфилда и алгоритма с упаковкой дискретизированных чисел. 

Видно, что за счет упаковки данных (матрицы и состояния) экономия 

операций составляет около 4.5 раз. С увеличением числа градаций скорость 

снизится, так как в 4-х байтную переменную удастся упаковать меньше 

дискретизированных элементов (например, 16=q  и 4=p ). Восьмикратное 

ускорение не достигается в связи с тем, что при работе с упакованными 

данными периодически приходится их в переменные большего формата. 
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Рис. 4.5. Отношение числа операций стандартной модели Хопфилда к алгоритму с 
упаковкой в 4 байта для разного числа градаций. 

 

Чтобы получить полное ускорение алгоритма необходимо также учесть 

время, затрачиваемое на передачу данных между памятью и процессором. 

Так как при упаковке передаются сразу несколько чисел, то число обращений 

процессора к памяти будет примерно в p  раз меньше, чем при обычном 

алгоритме. Общее время работы алгоритмов можно оценить как 

pOttOt
OttOt

Hpp

HHH

⋅+⋅=

⋅+⋅=

перар

перар
. (4.5) 
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Здесь арt  - время выполнения арифметической операции, перt  - время 

передачи данных между процессором и памятью. Время передачи данных 

обычно много больше времени выполнения арифметических операций. 

Можно рассмотреть 2 граничных случая. 

1. арпер tt =  (см. рис. 4.6): в этом случае, если вычислить отношение времен 

работы алгоритмов получим, что при 1=q  алгоритм с упаковкой данных 

работает приблизительно в 5 раз быстрее, чем сеть Хопфилда. При 16=q  

ускорение составит более 3 раз. 

2. арпер tt >>  (см. рис. 4.7): например, арпер tt 10= . В этом случае получим, что 

при 1=q  алгоритм с упаковкой данных работает почти в 7.5 раз быстрее, чем 

сеть Хопфилда. А при 16=q  ускорение приближается к 4 раз. 

Таким образом, ускорение алгоритма с упаковкой данных в 

зависимости от архитектуры вычислительной машины позволяет достичь 

ускорения от 5.5 до 7.5 раз. 
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Рис. 4.6. Полное ускорение алгоритма с упаковкой по сравнению с сетью Хопфилда, когда 
время выполнения арифметических операций равно времени передачи данных между 
процессором и памятью. 
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Рис. 4.7. Полное ускорение алгоритма с упаковкой по сравнению с сетью Хопфилда, когда 
время выполнения арифметических операций в 10 раз меньше времени передачи данных 
между процессором и памятью. 
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§4.4. Описание программной реализации 

 На рисунке 4.6 показан алгоритм нейронной сети Хопфилда с 

обновлением локальных полей. В первых трех строках производится 

вычисление локальных полей, действующих на все нейроны в случайной 

(стартовой) точке. Строки 5 – 14 повторяются до тех пор, пока происходят 

изменения в состояниях нейронов. В процессе динамики проверяется каждый 

нейрон (строки 7 – 13). Для каждого нейрона проверяется совпадение его 

значения со знаком действующего на него локального поля (строка 8). Если 

знаки не совпадают, то нейрон меняет свое состояние на противоположное 

(строка 9), а локальные поля обновляются (строка 10). 
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Рис. 4.6. Алгоритм нейронной сети Хопфилда. 

 Использование дискретизированной матрицы потребует некоторой 

модификации исходного алгоритма нейронной сети. В данном параграфе 

будут приведены примеры основных функций для случая упаковки 8 чисел (-

1, 0, +1) в 4 байта. 
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Рис. 4.7. Алгоритм процедуры обновления локальных полей. 

 На рисунке 4.7 показана процедура обновления локальных полей при 

изменении нейронном своего состояния. В процедуру передается значение 

текущего нейрона и его номер. Переменная tmp  принимает значения 1± . 

Используется два массива +h  и −h , в которые в зависимости от знака нейрона 

добавляется соответствующий элемент матрицы связей при обновлении 

локальных полей. В каждый элемент массивов +h  и −h  упакованы по 8 

значений локальных полей, поэтому при обновлении добавляется сразу 8 

чисел. Таким образом, процедура обновления локальных полей будет 

выполняться в 8 раз быстрее, чем обычная. Однако, так как числа итак 

упакованы, то на каждый элемент выделяется только 4 бита, что 

ограничивает размер числа, помешенного в них. Т.е. каждые 8 сложений 

необходимо выгружать сумматоры в переменные большего формата, чтобы 

не происходило переполнения. Это условие учитывают строки 6 и 11. 

Процедура Load() производит необходимую перегрузку. Пример такой 

процедуры приведен на рисунке 4.8. 
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Рис. 4.8. Алгоритм выгрузки чисел в переменные большего формата. 

 В процедуре используются битовая операция сдвига вправо shR  и 

логическое умножение and , которые выполняются много быстрее обычных 

арифметических операций. 

 Так же необходимы функции Pack()  и unPack() – упаковки и 

распаковки, соответственно. Их алгоритмы приведены на рисунке 4.9. Эти 

процедуры выполняются достаточно быстро за счет использования в них 

только операций битового сдвига и логических умножения и сложения.  
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Рис. 4.9. Процедуры упаковки и распаковки 8 чисел в массив и обратно. 

 При упаковке состояние S  упаковывается в массив X , размерность 

которого в 8 раз меньше, а элементы принимают значения 0 и +1. Так же 

дискретизированная матрица Ĉ  упаковывается в матрицу C~ . На рисунке 4.10 

показан алгоритм сети Хопфилда с упакованными данными.  
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Рис. 4.10. Алгоритм сети Хопфилда с использованием упакованных данных. 
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В строках 1 – 7 определяются локальные поля в стартовой точке. Каждый 

дискретизированный элемент распаковывается (строка 2) и 8 элементов 

проверяются последовательно. В строках 10 – 27 происходит сам процесс 

спуска сети в минимум. Выбирается дискретизированный элемент, 

распаковывается состояние, а так же локальные поля. Эти 8 распакованных 

элементов проверяются на совпадение знаков с локальными полями и при 

необходимости обновляются поля (строки 14 – 23). 

 Может показаться, что число операций резко возрастет по сравнению с 

исходным алгоритмом без упаковки данных. Однако стоит учитывать, что 

сложение производится сразу по несколько чисел. Так же из памяти в 

процессор передаются блоки по 8 чисел, а не по одному. Число операций 

оценено в предыдущем параграфе.  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 



 103

§4.5. Выводы 

В настоящей главе были получены следующие результаты: 

1. Рассмотрены блок-схемы одноэтапного и двухэтапного алгоритмов. 

2. Рассмотрена нейронная сеть Хопфилда с дискретизированной 

матрицей. Проведен анализ вычислительной сложности 

дискретизированной модели Хопфилда. Показано, что использование 

дискретизации позволяет уменьшить число операций от 5.5 до 7.5 раз 

по сравнению с сетью Хопфилда. 

3. Предложены выражения для оценки числа итераций и числа изменений 

нейронами своего состояния в процессе работы сети Хопфилда. Так 

как дискретизация практически не затрагивает алгоритмическую 

структуру модели Хопфилда, то эти выражений применимы и для 

нейронной сети с дискретизированной матрицей связи. 
62.029.0 NT ≈ ,    ( )( )NLnNrot 2.0132.0 +≈ .  

4. Приведены программные функции, реализующие алгоритм Хопфилда с 

дискретизированной матрицей. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В диссертационной работе получены следующие результаты. 

1. Предложена и исследована процедура дискретизации матрицы связей, 

которая позволяет ускорить процесс минимизации квадратичного 

функционала. Удалось выделить два настроечных параметра: число 

градаций и размер нулевого отрезка, которые позволяют определить 

качество дискретизации и эффективность ее использования еще до 

начала проведения каких-либо экспериментов.  

2. Определены оптимальные параметры дискретизации, при которых 

ошибка в направлениях локальных полей составляет менее 10%  в 

любой точке конфигурационного пространства. Показано, что 

расстояние по Хеммингу и по энергии между минимумом 

дискретизированного функционала и минимумом исходного 

функционала, в который пришла бы исходная сеть из 

дискретизированного минимума, прямо пропорционально вероятности 

несовпадения направлений локальных полей в случайной точке. 

Хеммингово расстояние менее 12%, а по энергии меньше 7% для 

любого числа градаций. 

3. На основе процедуры дискретизации разработаны алгоритмы 

минимизации квадратичного функционала: одноэтапный и 

двухэтапный. Исследовано быстродействие предложенных 

алгоритмов, а также их эффективность по сравнению со стандартной 

моделью Хопфилда.  

4. Применение одноэтапного алгоритма при использовании упакованных 

чисел позволяет достичь 7-кратного увеличения скорости. При этом 

глубина полученных минимумов по энергии на 7% меньше, чем при 

стандартной модели Хопфилда. При этом требуется в 8 раз меньше 

оперативной памяти, чем при стандартной модели Хопфилда. Таким 

образом, с помощью одноэтапного алгоритма можно решать задачи 

недоступные стандартным алгоритмам. 
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5. Для отыскания более глубоких минимумов предлагается двухэтапный 

алгоритм. Он позволяет отыскивать те же минимумы, что и 

стандартная модель, но с вероятностью более 50% находятся более 

глубокие. Использование только самых глубоких дискретизированных 

минимумов на втором этапе позволило сохранить скорость алгоритма, 

достигаемую за счет дискретизации. 
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Приложение 
МАТРИЦЫ С РАВНОМЕРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ЭЛЕМЕНТОВ 

СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ: 00 =A  
ПОРОГИ НЕЙРОНОВ: 0=iB  

 

Вероятность несовпадения направлений локальных полей  
в случайной точке пространства 

 
А) Исходная матрица Â : 

Равномерное распределение [ ]1;1−∈ijA ;  

0=ijA ; 312 =Aσ . 
 
Б) Дискретизированная матрица Ĉ : 

[ ]qqCij ;−∈ ;  
kCij = , если ( ) ( )μμ 1212 +≤≤− kAk ij ,  

[ ]qqk ;−∈ ; ( )121 += qμ ; 
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В) Вектор-состояние S : 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

is ; 

0=is ; 12 =sσ . 
 
Вектор-состояние случайной точки S  не коррелирует с матрицами Â  и Ĉ ! 
 
Г) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑
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=
N
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jiji sAH ; 

0=== ∑∑
≠≠
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( ) 22222
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Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑
≠

=
N

ij
jiji sCh ; 
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Е) Среднее от произведения локальных полей iihH : 
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Ж) Корреляция локальных полей ρ : 
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З) Вероятность несовпадения полей { }0Pr <iihH : 
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22

22
2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=
0 0

22

22
2

12
1

12
1 ; 

 
{ }=<∩< 00 ii hHP  

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22

22
2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=
0 0

22

22
2

12
1

12
1 ; 

 

{ } ( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i
ii

dhdHhhHHExphH
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=>
0 0

22

22
2

12
1

1
10Pr ; 

H

iHx
σ

= ;    
h

ihy
σ

= ; 
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{ } ( )[ ] dxdyyxyxExphH ii ∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

−=>
∞∞

0 0

22
22

2
12

1

1

110Pr ρ
ρρπ

. 

 

{ } ( )ρ
π

ρ
π

−≈−=> 121arcsin1
2
10Pr iihH . 
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Вероятность несовпадения направлений локальных полей  
в минимуме исходного функционала 

 
А) Минимум исходного функционала 0S ; 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

0is ; 

00 =is ; 12
0
=sσ . 

Условие того, что 0S  минимум:  
isH ii ∀> ,00 . 

 
Б) Выделим минимум из матрицы Â : 

ijjiAijijij AssrAAA ′+=′+= 0000 σ ; 1
0

2 =∑
∞

=i
ir  

( ) =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −== ∑∑∑∑∑
≠

Nss
N

rsss
N

rss
N

rA
N

j
j

N

i
i

A
N

i
i

N

ji
ji

A
N

ji
ji

ji
A

ij 002
02

0
,

002
0

,
002

0
0

σσσ
 

δσσ
A

N

i
i

A rNs
N

r
0

2

02
0 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ ; 

( ) 0111
2

2

02 ≈−=−⋅=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑ N

N
N

Ns
N

N

i
iδ ; 

02
0

0 == δσ
N

rA A
ij ; 

22
0

,

2
0

2
02

22
02

0 A

N

ji
ji

ji
A

ij rss
N

rA σσ
== ∑

≠

; 

( )222
0

222
0

22
0

2
0

2
0

2 1
0

δσδσσσ −=−=−= AAAA rrrAA ; 

δσ Aijijijij rAAAA 00 −=−=′ ; 

( ) ( )2
0

2222
0

2222 11
0

rr AAAAAA −=−−=−=′ σδσσσσσ ; 

( ) 22
000

22
0

,
000

2
00000 AAA

N

ji
ji

jiijA rErrssArAAAAAAAA σσσσ −−=−=−=−=′ ∑
≠

; 

Условие некоррелированности матриц 0Â  и Â′ : 

0cov 00 =⋅′−′= AAAA ; 

( ) 000
22

000 =−−−− δσδσσσ AAAA rArrEr ; 

( )2
0

0 1 δσ
δ
−
+

−=
A

AEr . 

 
В) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑∑∑∑
≠≠≠≠

′+=′+===
N

ji
ijijA

N

ji
ijij

N

ji
jiA

N

ji
ijijiii ssANrssAssrssAsH 00000

2
0

2
00000 σσξ ; 
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NrssANr A

N

ji
ijijAi σσξ 0000 =′+= ∑

≠

; 

( )2
0

22222 1
00

rN A

N

ji
ssA −==∑

≠
′ σσσσσξ . 

Г) Распределение ( )ijij ssAf 00 : 
xssA ijij =00 ; 

AijijAijij rssArssA σσ 000000 =⋅′+= ; 

( ) ( ) ( ) ( )axAfaxssAf ijijij +=⋅+= 1
2
1100 ; 

( ) ( )
3322

11
2
1

1

1

321

1

1

1
000

axaxdxaxxdxxxfssAr ijijA =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+⋅===

−−−
∫∫σ ; 

Ara σ03= ; 

( ) ( )xrssAf Aijij σ000 31
2
1

+= . 

 
Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑∑
≠≠

≡==
N

ij
j

N

ij
jiijiii ssCsh θη 000 ; 

 
kj =θ , если ( ) ( )μμ 1212 00 +≤≤− kssAk jiij ,  

[ ]qqk ;−∈ ; ( )121 += qμ ; 
 

( ) ( ){ }
( ) ( )

( )kr
krkr

kssAkP

A

AA

jiijk

σμμ
μσμσ

μ

μμ

0

00

00

61
2

12
2
3

2
112

2
3

2
1

2

1212Pr

+=
+++−+

=

=+≤≤−=

; 

( ) ( )( ) ( )2
00

2

1

2
0

2
0 1

2
1

6
121121261 μσ

μ
σμσμσμμθ −=

++
==+⋅= ∑∑

=−=
AA

q

k
A

q

qk
Aj rqqqrkrkrk ; 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]22
0

22
2

2
2

00
22 111

4
11

2
161 μμσ

μ
μσ

μ
σμμσθ −−−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+⋅= ∑

−=

rrkrk AA

q

qk
A ; 

( )2
0 1

2
1 μσ
μ

θη −== Aji NrN ; 

( ) ( )[ ]22
0

22
2

22 111
4

1 μμσ
μ

σσ θη −−−== rNN A . 

 
Е) Среднее от произведения локальных полей iiηξ : 

( ) =⋅⋅−+=⋅= ∑∑∑
≠≠≠

kiikjiij

N

ij
ijij

N

ik
kiik

N

ij
jiijii ssCssANNCAssCssA 00000000 1ηξ  

( ) iiiiA N
N ηξηξμσ ⋅−⋅+−=

11 22 . 

 
Ж) Корреляция локальных полей ρ : 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )[ ] ( )22

0

2

22
0

222
0

2

2
00

22

11
1

1111

111

μ
μ

μμσσ

μσσμσ

σσ
ηξηξρ

ηξ −−
−=

−−−⋅−

−⋅−−
=

⋅
⋅−

=
rrNrN

NrNr
N

N

AA

AAA
iiii . 

 
З) Вероятность несовпадения полей { }00Pr1 0 >>−= iiii sHhHP : 
 

{ } { } { }=>>⋅=>>=>> 00Pr00Pr00Pr 0000
2
00 iiiiiiiiiiiiiii sHshsHsHshHsHhH  

{ } { }
{ } =

>
>∩<∩<+>∩>∩>

=
0Pr

000000

0

000000

ii

iiiiiiiiiiii

sH
sHshsHPsHshsHP

 

{ }
{ }0Pr

00

0

00

>
>∩>

=
ii

iiii

sH
shsHP

; 

 

{ } { }
{ }0Pr

00
100Pr1

0

00
0 >

>∩>
−=>>−=

ii

iiii
iiii sH

shsHP
sHhHP ; 

 

( )[ ]

∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

=
∞+

−

∞+

−

∞+

−

α

α β

π

ρ
ρρπ

dxx

dxdyyxyx

P

2
exp

2
1

2
12

1exp
12

1

2

22
22

, 

 

ξσ
ξ

=x ;  
ησ
η

=y ;  
ξσ
ξα = ;  

ησ
ηβ = ;  iii sH 0=ξ ;  iii sh 0=η . 
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СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ: 00 ≠A  
ПОРОГИ НЕЙРОНОВ: 0≠iB  

 

Вероятность несовпадения направлений локальных полей  
в случайной точке пространства 

 
А) Исходная матрица Â : 

Равномерное распределение ijA ;  

0AAij = ; 312 =Aσ . 
 
Б) Дискретизированная матрица Ĉ : 

( )00 AAgradCC ijij −+= [ ]qqCij ;−∈ ;  
( ) kAAgrad ij =− 0 , если ( ) ( ) ( )μμ 1212 0 +≤−≤− kAAk ij ,  

[ ]qqk ;−∈ ; ( )121 += qμ ; 
 

00 CkCC
q

qk
ij =+= ∑

−=

μ ;

( )( ) ( )( ) ( ) ( )22
2

1

22
0

22 1
4

1
3

12
6

12122 μσ
μ

μμμσσ −=
+

=
++

===−= ∑∑
=−=

A

q

k

q

qk
ijC

qqqqqkkAAgrad . 

 
В) Вектор-состояние S : 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

is ; 

0=is ; 12 =sσ . 
 
Вектор-состояние случайной точки S  не коррелирует с матрицами Â  и Ĉ ! 
 
Г) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑
≠

+−=
N

ij
jijii sABH ; 

i

N

ij
jiji

N

ij
jiji BsABsABH −=+−=+−= ∑∑

≠≠

; 

( ) ( )2
0

22222 ANsA A

N

ij
sA

N

ij
jijH +=⋅== ∑∑

≠≠

σσσσσ . 

 
Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑
≠

+−=
N

ij
jijii sCbh ; 

i

N

ij
jiji

N

ij
jiji bsCbsCbh −=+−=+−= ∑∑

≠≠

; 
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( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=+=⋅+⋅== ∑∑

≠≠

2
0

22
2

2
0

2222222 1
4

1 CNCNCsC AC

N

ij
sijsC

N

ij
jijh μσ

μ
σσσσσσ . 

 
Е) Среднее от произведения локальных полей iihH : 

=++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∑∑∑∑

≠≠
≠≠≠

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijijii

N

ik
kiki

N

ij
jijiii ssCACAbBsCbsABhH

,

 

( )ijijii

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijijii CAbBNssCACAbB +=++= ∑∑

≠≠
≠ ,

; 

( )( )
( )

( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=−+= ∑ ∫

−=

+

−

q

qk

k

k
ijijijij xdxkCAAAgradCACA

μ

μ

12

12
0000 2

1
 

( )22
00

1

22
00 1

2
14 μσ
μ

μ −+=+= ∑
=

A

q

k
CAkCA ; 

( )22 1
2
1 μσ
μ

γ −= A ; 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−= 00

22 1
2
1 CANhH Aii μσ
μ

. 

 
Ж) Корреляция локальных полей ρ : 

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )( )2
0

22
0

2
00

22

2
0

22
20

2

00
22

1
1

1
4

1

1
2
1

CA
CA

CNAN

CAN
hHhH

AA

A

AA

A

hH

iiii

+−+

+−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−⋅+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

=
⋅

⋅−
=

μσσ
μσ

μσ
μ

σ

μσ
μ

σσ
ρ . 

 
З) Вероятность несовпадения полей { }0Pr1 >−= iihHP : 

{ } { } { }000010Pr1 <∩<+>∩>−=>−= iiiiii hHPhHPhHP ; 
 

{ }=>∩> 00 ii hHP  

( ) +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22

22
2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
−

=
0 0

22

22
2

12
1

12
1 ; 

 

H

iHx
σ

= ;  
h

ihy
σ

= ;  
H

H
σ

α = ;  
h

h
σ

β = ; 

( )[ ] +∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

−=
∞

−

∞

−
dxdyyxyxExpP

α β
ρ

ρρπ
22

22
2

12
1

12

11  

( )[ ] dxdyyxyxExp∫ ∫
∞ ∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

+
α β

ρ
ρρπ

22
22

2
12

1
12
1 . 
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И) Оптимальное 0C : 

∫ ∫+∫ ∫−=
∞+ ∞+ −−∞+

−

∞+ −−

αα ππ v

tx

u

tx

dxdtedxdteP 2222

2222

2
1

2
11 ; 

0
0000

=
∂
∂

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
C

v
v
Pu

u
P

C
v

v
P

C
u

u
P

dC
dP ρ

ρρ
ρ

ρ
ρ

ρ
; 

0
0

=
∂
∂
C
ρ ;  ( ) ( )

( ) ( )( ) 0
2
0

22
0

22
0

2
000

2
0

2
0

0

=
+++

+−+
=

∂
∂

CAC
CCACA

C
CAC

C

σσσ
γσρ ;   

( )

( ) μμσ
μ

μσ
μ

γ
σ

21
2
1

1
4

1
0

0
22

22
2

0

2

0
AAAC

A

A
C =

−

−
== ; 

 

μ2
0

0
AC = . 

К) Оптимальное ib : 

0=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
iiiii b

P
b

P
b

P
b

P
db
dP β

β
ρ

ρ
β

β
α

α
; 

( ) ( ) ( )[ ] −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−−−
−

−
−

=
∂
∂

∂
∂

∫
∞

dxxxExp
b

P

hi 0

22
22

2
12

1
12

1 ββαρα
ρρπσ

β
β

 

( ) ( ) ( )[ ] 02
12

1
12

1

0

22
22

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++−+
−

−
−

− ∫
∞

dxxxExp
h

ββαρα
ρρπσ

; 

( ) ( ) ( ) ( ) 2222 22 ββαραββαρα ++−+=+−−− xxxx ; 
ρβα = ; 

i
C

i
H

h
i BBb

γ
σ

σ
σ

ρ

21
== ; 

 

μ2
i

i
Bb = . 

 

Корреляция: 22
0

2

1
1

AA σ
μρ

+
−= . 
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МАТРИЦЫ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ ЭЛЕМЕНТОВ 

СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ: 00 =A  
ПОРОГИ НЕЙРОНОВ: 0=iB  

 
Вероятность несовпадения направлений локальных полей  

в случайной точке пространства 
 
А) Исходная матрица Â : 

Нормальное распределение ijA ;  

0=ijA ; 12 =Aσ . 
 
Б) Дискретизированная матрица Ĉ : 

[ ]qqCij ;−∈ ;  
kCij = , если kijk xAx ≤≤−1 , [ ]qqk ;−∈ ; 

0== ∑
−=

q

qk
kij kPC ; 

∑∑
=−=

===−=
q

k
k

q

qk
kijijijC PkPkCCC

1

222222 2σ . 

 
В) Вектор-состояние S : 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

is ; 

0=is ; 12 =sσ . 
 
Вектор-состояние случайной точки S  не коррелирует с матрицами Â  и Ĉ ! 
 
Г) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑
≠

=
N

ij
jiji sAH ; 

0=== ∑∑
≠≠

N

ij
jij

N

ij
jij sAsAH ; 

( ) 22222
A

N

ij
sA

N

ij
jijH NsA σσσσσ =⋅== ∑∑

≠≠

. 

 
Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑
≠

=
N

ij
jiji sCh ; 

0=== ∑∑
≠≠

N

ij
jij

N

ij
jij sCsCh ; 

( ) ∑∑∑
−=≠≠

==⋅==
q

qk
kC

N

ij
sC

N

ij
jijh PkNNsC 222222 2σσσσσ . 
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Е) Среднее от произведения локальных полей iihH : 

ijij

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijij

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijij

N

ik
kik

N

ij
jijii CANssCACAssCACAsCsAhH =+=+=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑∑∑∑∑∑

≠≠
≠

≠≠
≠≠≠ ,,

; 

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
==

−=

−

−=

−

∑∑ ∫
− 11

22 2

2

1

2

2

2
2

2
1

k

k
q

k

x

A
q

qk

x

x

x

A
ijij x

x
ekdxxekCA A

k

k

A σσ

π
σ

σπ
γ  

( )
( )

( )
( )

2

2
0

2

2
0

2

2
0

2

1

22 2
3

12
1
11

1
11

2
2

AAA

x

A

q

k

xx

A eq
qq
kke

qq
kkek σσσ

π
σ

π
σ −

=

−− +
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

−⋅= ∑ ; 

2

2
0

22
3

12
A

x

Aii eqNNhH σ

π
σγ

−+
== . 

 
Ж) Корреляция локальных полей ρ : 

( )

∑
=

−

+
=

⋅
=

⋅
⋅−

=
q

k
k

x

CAhH

iiii

Pk

eq
NN

NhHhH A

1

2

2

22

3

12
2

2
0

πσσ
γ

σσ
ρ

σ

. 

 
З) Вероятность несовпадения полей { }0Pr >iihH : 

{ } { } { }000010Pr1 <∩<+>∩>−=>−= iiiiii hHPhHPhHP ; 
 

{ }=>∩> 00 ii hHP  

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22

22
2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=
0 0

22

22
2

12
1

12
1 ; 

 
{ }=<∩< 00 ii hHP  

( ) =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22

22
2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=
0 0

22

22
2

12
1

12
1 ; 

 

{ } ( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i
ii

dhdHhhHHExphH
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
−

=>
0 0

22

22
2

12
1

1
10Pr ; 

H

iHx
σ

= ;    
h

ihy
σ

= ; 
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{ } ( )[ ] dxdyyxyxExphHP ii ∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

−=>−=
∞∞

0 0

22
22

2
12

1

1

110Pr1 ρ
ρρπ

. 

 

( )ρ
π

ρ
π

−≈−= 121arcsin1
2
1P . 

 
Вероятность несовпадения направлений локальных полей  

в минимуме исходного функционала 
 
А) Минимум исходного функционала 0S ; 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

0is ; 

00 =is ; 12
0
=sσ . 

Условие того, что 0S  минимум:  
isH ii ∀> ,00 . 

 
Б) Выделим минимум из матрицы Â : 

ijjiAijijij AssrAAA ′+=′+= 0000 σ ; 1
0

2 =∑
∞

=i
ir  

( ) =⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −== ∑∑∑∑∑
≠

Nss
N

rsss
N

rss
N

rA
N

j
j

N

i
i

A
N

i
i

N

ji
ji

A
N

ji
ji

ji
A

ij 002
02

0
,

002
0

,
002

0
0

σσσ
 

δσσ
A

N

i
i

A rNs
N

r
0

2

02
0 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑ ; 

( ) 0111
2

2

02 ≈−=−⋅=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑ N

N
N

Ns
N

N

i
iδ ; 

02
0

0 == δσ
N

rA A
ij ; 

22
0

,

2
0

2
02

22
02

0 A

N

ji
ji

ji
A

ij rss
N

rA σσ
== ∑

≠

; 

( )222
0

222
0

22
0

2
0

2
0

2 1
0

δσδσσσ −=−=−= AAAA rrrAA ; 

δσ Aijijijij rAAAA 00 −=−=′ ; 

( ) ( )2
0

2222
0

2222 11
0

rr AAAAAA −=−−=−=′ σδσσσσσ ; 

( ) 22
000

22
0

,
000

2
00000 AAA

N

ji
ji

jiijA rErrssArAAAAAAAA σσσσ −−=−=−=−=′ ∑
≠

; 

Условие некоррелированности матриц 0Â  и Â′ : 

0cov 00 =⋅′−′= AAAA ; 

( ) 000
22

000 =−−−− δσδσσσ AAAA rArrEr ; 
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( )2
0

0 1 δσ
δ
−
+

−=
A

AEr . 

 
В) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑∑∑∑
≠≠≠≠

′+=′+===
N

ji
ijijA

N

ji
ijij

N

ji
jiA

N

ji
ijijiii ssANrssAssrssAsH 00000

2
0

2
00000 σσξ ; 

NrssANr A

N

ji
ijijAi σσξ 0000 =′+= ∑

≠

; 

( )2
0

22222 1
00

rN A

N

ji
ssA −==∑

≠
′ σσσσσξ . 

Г) Распределение ( )ijij ssAf 00 : 
xssA ijij =00 ; 

AijijAijij rssArssA σσ 000000 =⋅′+= ; 

( ) ( )2
0

2
00

2 1 rNssA Aijij −= σσ  

( ) ( )
( )

( )∫
∞+

∞−

−

−
−

−
= dxe

r
ssAf r

rx

A
ijij

A

A
2

0
2

2
0

12

2
0

00
12

1 σ
σ

πσ
. 

 
Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑∑
≠≠

≡==
N

ij
j

N

ij
jiijiii ssCsh θη 000 ; 

 
kj =θ , если kijk xAx ≤≤−1 , [ ]qqk ;−∈ ; 

 

{ } ( )
( )

( )∫
−

−

−
−

−
−

=≤≤=
k

k

A

Ax

x

r
rx

A
kjiijkk dxe

r
xssAxP

1

2
0

2

2
0

12

2
0

001
12

1Pr σ
σ

πσ
; 

∑
−=

=
q

qk
kj kPθ ; 

2

2222
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−= ∑∑∑

−=−=−=

q

qk
k

q

qk
k

q

qk
k kPPkPk θσθ ; 

∑
−=

==
q

qk
kji kPNNθη ; 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== ∑∑

−=−=

2

222
q

qk
k

q

qk
k kPPkNN θη σσ . 

 
Е) Среднее от произведения локальных полей iiηξ : 

( ) iiiikiikjiij

N

ij
ijij

N

ik
kiik

N

ij
jiijii N

NssCssANNCAssCssA ηξηξγηξ ⋅−⋅+=⋅⋅−+=⋅= ∑∑∑
≠≠≠

11 00000000 . 

 
Ж) Корреляция локальных полей ρ : 
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ηξηξ σσ

ηξγ

σσ
ηξηξρ

⋅−
=

⋅
⋅−

= N
N

iiii

1

. 

 
З) Вероятность несовпадения полей { }00Pr1 0 >>−= iiii sHhHP : 
 

{ } { } { }=>>⋅=>>=>> 00Pr00Pr00Pr 0000
2
00 iiiiiiiiiiiiiii sHshsHsHshHsHhH  

{ } { }
{ }

{ }
{ }0Pr

00
0Pr

000000

0

00

0

000000

>
>∩>

=
>

>∩<∩<+>∩>∩>
=

ii

iiii

ii

iiiiiiiiiiii

sH
shsHP

sH
sHshsHPsHshsHP

 

{ } { }
{ }0Pr

0000Pr
0

00
0 >

>∩>
=>>=

ii

iiii
iiii sH

shsHPsHhHP ; 

{ } ( )[ ]

∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

−=>>−=
∞+

−

∞+

−

∞+

−

α

α β

π

ρ
ρρπ

dxx

dxdyyxyx

sHhHP iiii

2
exp

2
1

2
12

1exp
12

1

100Pr1
2

22
22

0 , 

 

ξσ
ξ

=x ;  
ησ
η

=y ;  
ξσ
ξα = ;  

ησ
ηβ = ;  iii sH 0=ξ ;  iii sh 0=η . 
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СРЕДНЕЕ ЗНАЧЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ: 00 ≠A  
ПОРОГИ НЕЙРОНОВ: 0≠iB  

Вероятность совпадения направлений локальных полей  
в случайной точке пространства 

 
А) Исходная матрица Â : 

Нормальное распределение ijA ;  

0AAij = ; 12 =Aσ . 
 
Б) Дискретизированная матрица Ĉ : 

( )00 AAgradCC ijij −+= ;  [ ]qqCij ;−∈ ;  
( ) kAAgrad ij =− 0 , если ( ) kijk xAAx ≤−≤− 01 , [ ]qqk ;−∈ ;  

00 CkPCC
q

qk
kij =+= ∑

−=

; 

( )( ) ∑∑
=−=

==−=
q

k
k

q

qk
kijC PkPkAAgrad

1

22
0

22 2σσ . 

 
В) Вектор-состояние S : 

⎩
⎨
⎧
−
+

=
21,1
21,1

is ; 

0=is ; 12 =sσ . 
 
Вектор-состояние случайной точки S  не коррелирует с матрицами Â  и Ĉ ! 
 
Г) Локальное поле на исходной матрице Â : 

∑
≠

+−=
N

ij
jijii sABH ; 

i

N

ij
jiji

N

ij
jiji BsABsABH −=+−=+−= ∑∑

≠≠

; 

( ) ( )2
0

22222 ANsA A

N

ij
sA

N

ij
jijH +=⋅== ∑∑

≠≠

σσσσσ . 

 
Д) Локальное поле на дискретизированной матрице Ĉ : 

∑
≠

+−=
N

ij
jijii sCbh ; 

i

N

ij
jiji

N

ij
jiji bsCbsCbh −=+−=+−= ∑∑

≠≠

; 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=⋅+⋅== ∑∑∑

=≠≠

2
0

1

22
0

2222222 2 CPkNCNCsC
q

k
kC

N

ij
sijsC

N

ij
jijh σσσσσσ . 

 
Е) Среднее от произведения локальных полей iihH : 
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=++=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∑∑∑∑

≠≠
≠≠≠

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijijii

N

ik
kiki

N

ij
jijiii ssCACAbBsCbsABhH

,
 

( )ijijii

N

ikj
kj

kjijij

N

ij
ijijii CAbBNssCACAbB +=++= ∑∑

≠≠
≠ ,

; 

( )( ) γ
σπ

σ +=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+=−+= ∑ ∫

−=

−

−

00
2

0000

1

2

2

2
1 CAdxxekCAAAgradCACA

q

qk

x

x

x

A
ijijijij

k

k

A ; 

2

2
0

22
3

12
A

x

A eq σ

π
σγ

−+
= ; 

[ ]00CANhH ii += γ . 
 
Ж) Корреляция локальных полей ρ : 

( )
( ) ( ) ( )( )2

0
2

0
2

00
2
0

2
0

2
00

CA
CA

CNAN
CANhHhH

CACAhH

iiii

++

+
=

+⋅+

+
=

⋅
⋅−

=
σσ

γ
σσ

γ
σσ

ρ . 

 
З) Вероятность несовпадения полей { }0Pr1 >−= iihHP : 

{ } { } { }00000Pr1 <∩<+>∩>=>−= iiiiii hHPhHPhHP ; 
 

{ }=>∩> 00 ii hHP  

( ) +
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
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⎦
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⎞
⎜⎜
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−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝
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−

−
−

= ∫ ∫
∞ ∞

hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ 0 0

22
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2

12
1

12
1  

( ) hHh

i

h

i

H

i

H

i dhdHhhhhHHHHExp
σσσσσ

ρ
σρρπ ∫ ∫

∞ ∞

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝
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+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−

−
−

=
0 0

22
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2

12
1
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1 ; 

 

H

iHx
σ

= ;  
h

ihy
σ

= ;  
H

H
σ

α = ;  
h

h
σ

β = ; 

( )[ ] +∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−
−

−
−

−=
∞

−

∞

−
dxdyyxyxExpP

α β
ρ

ρρπ
22

22
2

12
1

12

11  

( )[ ] dxdyyxyxExp∫ ∫
∞ ∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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