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Èçó÷àåòñÿ ðàñïîçíàþùàÿ ñïîñîáíîñòü ñåòè Õîïôèëäà, ò.å. íåéðîííîé ñåòè,
âçàèìîäåéñòâèå ýëåìåíòîâ â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Õåááà. Ïðè-
âîäèòñÿ ôîðìàëüíî ñòðîãèé âûâîä âåðõíåé ãðàíèöû âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ îáúåêòîâ, îñíîâàííûé íà ñòàíäàðòíîé òåõíèêå
îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëîíåíèé ïî ìåòîäó ×åáûøåâà�×åðíîâà.

�1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííàÿ ìîäåëü àññîöèàòèâíîé ïà-
ìÿòè Õîïôèëäà è âûâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îöåíêè èíôîðìàöèîííîé åìêîñòè
ýòîé ïàìÿòè è åå ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè. Îñíîâíûì ñòèìóëîì íàïè-
ñàíèÿ ñòàòüè ïîñëóæèëî îçíàêîìëåíèå àâòîðîâ ñ ðàáîòàìè [1-3], â êîòî-
ðûõ ôåíîìåí àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè èññëåäîâàëñÿ êàê ñâîéñòâî ôîðìàëü-
íîé íåéðîííîé ñåòè ïåðåõîäèòü èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ â áëèæàéøåå
óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íåêîòîðîìó ëîêàëüíîìó ìèíèìó-
ìó åå ýíåðãèè. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé â [1] áûë èñïîëü-
çîâàí ìåòîä ðàíäîìèçàöèè, ò.å. ðàññìàòðèâàëñÿ íåêîòîðûé âåðîÿòíîñòíûé
àíñàìáëü íåéðîííûõ ñåòåé è âû÷èñëÿëàñü ñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ �âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè�, ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçáóæäåííûé íåéðîí ïåðåéäåò â
ñîñòîÿíèå, íå ñîâïàäàþùåå ñ òåì, êàêîå îí äîëæåí áûë áû èìåòü â áëèæàé-
øåì óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè ñåòè. Òàêàÿ ìîäåëü çàòóõàíèÿ âîçáóæäåíèÿ â
íåéðîííîé ñåòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ î÷åíü áëèçêîé ê ìîäåëè äåêîäèðîâàíèÿ ñèã-
íàëà íà âûõîäå øóìÿùåãî êàíàëà ñâÿçè. Ïðè ýòîì îøèáêà ðàñïîçíàâàíèÿ
êàê âåðîÿòíîñòíîå ñîáûòèå èìååò âèä áîëüøîãî óêëîíåíèÿ ñóììû íåçàâè-
ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ ýòîé ñóììû. Â ñõåìàõ âåðîÿòíîñòíîãî êîäèðîâàíèÿ ìåòîä ðàí-
äîìèçàöèè â êîíå÷íîì ñ÷åòå ñâîäèòñÿ ê îöåíêå âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ óêëî-
íåíèé, äëÿ ÷åãî óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê
òèïà ×åáûøåâà�×åðíîâà [4]. Áûëî áû åñòåñòâåííî ïðîñëåäèòü ýòîò ïîäõîä
ê îöåíêå âåðîÿòíîñòè îøèáêè òàêæå è â íåéðîñåòåâûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìî-
äåëÿõ. Ìåòîä ðàíäîìèçàöèè îïèñàí â ðàáîòàõ [1,2], îäíàêî âìåñòî ïðÿìîãî
ïðèìåíåíèÿ óïîìÿíóòûõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ îöåíîê òàì ïðîâîäèòñÿ öåïî÷-
êà êîñâåííûõ ðàññóæäåíèé, îñíîâàííûõ íà àñèìïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè
ñóììû í.î.ð.ñ.â., à â ðàáîòå [3] äëÿ îöåíêè ìîùíîñòè àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè
ñòðîèòñÿ äàæå íåêîòîðûé ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûé òåîðåòèêî-÷èñëîâîé
àïïàðàò. Óïîìÿíóòûå ðàáîòû îòíîñÿòñÿ ê ïåðèîäó 1987-1989 ãã., è åñëè ñó-
äèòü ïî áîëåå ïîçäíåìó îáçîðó [6] (1998), ìåòîä ñëó÷àéíîãî êîäèðîâàíèÿ
â ïðèìåíåíèè ê íåéðîííûì ñåòÿì îñòàëñÿ, ïî-âèäèìîìó, íåäîðàáîòàííûì.
Êàê ñëåäóåò èç ñïèñêà ëèòåðàòóðû ðàáîòû [6], âîïðîñ îá ýôôåêòèâíîñòè

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (íîìåðà ïðîåêòîâ 99-01-00325, 00-01-00213).
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ðàíäîìèçèðîâàííîé ñåòè Õîïôèëäà áîëåå íå çàòðàãèâàëñÿ, ïîýòîìó òåõíè-
êà âûâîäà âåðîÿòíîñòè îøèáêè, ïðåäëàãàåìàÿ â ýòîé ñòàòüå, ìîæåò ïðåäñòà-
âèòü èíòåðåñ êàê ôîðìàëüíî ñòðîãîå çàâåðøåíèå âîïðîñà, ïîñòàâëåííîãî â
ðàáîòå [1].

Âûâîäèìàÿ íàìè îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ â ñåòè Õîï-
ôèëäà àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ óêàçàííîé â [1]; îäíàêî â îòëè÷èå îò
ïîñëåäíåé è â äîàñèìïòîòè÷åñêîì âèäå, ò.å. ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ ñåòè, íàøà îöåíêà îñòàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé è ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíîé
ïðè èçó÷åíèè ñåòåâûõ ìàêðîêîíñòðóêöèé, îðãàíèçóåìûõ íà áàçå ìàëîðàç-
ìåðíûõ íåéðîñåòåé.

Àññîöèàòèâíàÿ ïàìÿòü ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ñåòè, ñîñòàâëåííîé èç âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ýëåìåíòîâ (�íåéðîíîâ�), è ïî ìåðå ðîñòà èõ
÷èñëà ïðèîáðåòàåò ñâîéñòâî ñòàòèñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ïîñëåäíåå ïðî-
ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â òîì, ÷òî ñåòü íàäåæíî çàïîìèíàåò ïîñòóïàþùèå èçâíå
ñèãíàëû, íî òàêæå è â òîì, ÷òî îáíàðóæèâàåò ñïîñîáíîñòü ê èõ ðàñïîçíà-
âàíèþ, îòíîñÿ áëèçêèå äðóã äðóãó ñèãíàëû â îäèí è òîò æå ðàçäåë ïàìÿòè.
Â ýòîì ñìûñëå ñåòü äåéñòâóåò êàê äåêîäåð íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè: çíàÿ
a priori ñïèñîê âñåõ äîïóñòèìûõ ñèãíàëîâ, äåêîäåð àññîöèèðóåò ïðèíÿòûé
ñèãíàë ñ îäíèì èç íèõ. Ñõîäñòâî àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè ñî ñõåìîé ïîìåõî-
óñòîé÷èâîãî êîäèðîâàíèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî äëÿ åå èçó÷åíèÿ ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà ñòàíäàðòíàÿ òåõíèêà, ïðèìåíÿåìàÿ â òåîðèè âåðîÿòíîñòíîãî
êîäèðîâàíèÿ.

Âïåðâûå ìîäåëü àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè áûëà îïèñàíà â ðàáîòå Õîïôèë-
äà [7] êàê ôîðìàëüíàÿ íåéðîííàÿ ñåòü [8], êîòîðàÿ (ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
÷èñëå íåéðîíîâ) ñïîñîáíà îòîæäåñòâëÿòü íàáëþäàåìûå ñèãíàëû ñ �ýòàëîíà-
ìè�, âîçíèêàþùèìè â ïàìÿòè ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà íàáëþäåíèé. Òîò ôàêò,
÷òî ñïîñîáíîñòü ê îòîæäåñòâëåíèþ âîçíèêàåò â ñèñòåìå äîâîëüíî ïðîñòîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ïðèðîäû, âûçâàëî áîëüøîé èíòåðåñ ê ìîäåëè Õîïôèëäà.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîÿâëåíèå â òîé èëè èíîé ñèñòåìå ïðèçíàêîâ àññîöèàòèâ-
íîãî ïîâåäåíèÿ, ò.å. ñïîñîáíîñòè èäåíòèôèöèðîâàòü íàáëþäàåìûå îáúåêòû
ïî ìåðå èõ ñõîæåñòè, âñåãäà âîñïðèíèìàåòñÿ êàê ýëåìåíò öåëåíàïðàâëåííîé
äåÿòåëüíîñòè � ñâîéñòâî, çàñëóæèâàþùåå ñàìîãî òùàòåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Â
ýòîì ñìûñëå ìîæíî áûëî áû ñêàçàòü, ÷òî äåêîäåð òîæå äåéñòâóåò öåëåíà-
ïðàâëåííî, îäíàêî åãî äåéñòâèÿ çàðàíåå îáóñëîâëåíû öåëûì ðÿäîì õîðîøî
ïîäîáðàííûõ ôàêòîðîâ: âûáîðîì õîðîøåé êîäîâîé êíèãè, îïòèìàëüíîãî àë-
ãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ è ò.ä. Îäíàêî íåéðîííàÿ ñåòü èçíà÷àëüíî ïðîñòà
è íå ïðåäïîëàãàåò íèêàêîé ïðåäâàðèòåëüíîé îïòèìèçàöèè åå óñòðîéñòâà.
Èìåííî ïîýòîìó åå ñïîñîáíîñòü ê ïðèíÿòèþ àññîöèàòèâíûõ ðåøåíèé ñëåäó-
åò ðàññìàòðèâàòü êàê íåéðîáèîëîãè÷åñêèé ôåíîìåí, òðåáóþùèé ôîðìàëü-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ.

�2. Íåéðîííàÿ ñåòü êàê ðàñïîçíàþùåå óñòðîéñòâî

Ââåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.
Íåéðîííàÿ ñåòü ñîñòîèò èç N óçëîâ, íàçûâàåìûõ íåéðîíàìè è ïðèíèìà-

þùèõ çíà÷åíèÿ
xn ∈ {−1,+1}, n ∈ 1, N.

Íåéðîíû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ðåáðà ñåòè, íàçûâàåìûå ñè-
íàïñàìè, ïðè ýòîì i-é íåéðîí âçàèìîäåéñòâóåò ñ j-ì íåéðîíîì ÷åðåç (i, j)-é
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ñèíàïñ, èìåþùèé ïðîâîäèìîñòü Tij . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî íåéðîííàÿ
ñåòü îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïàðû

(N, T ),

ãäå N ≥ 1 � ðàçìåð ñåòè, à
T = [Tij ] (1)

� N ×N -ìàòðèöà åå ïðîâîäèìîñòåé. Â ðàáîòå ñåòè ðàçëè÷àþòñÿ òðè ìî-
ìåíòà âðåìåíè: íà÷àëüíûé, ïåðåõîäíûé è êîíå÷íûé. Ïóñòü âåêòîð-ñòðîêà

xN = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ {−1, +1}N (2)

îçíà÷àåò íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñåòè, ò.å. ÷èñëåííîå çíà÷åíèå âñåõ åå íåéðî-
íîâ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â ñëåäóþùèé, ò.å. ïåðåõîäíûé, ìîìåíò
âðåìåíè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, ò.å. âåêòîð (2), óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó (1)
ïðåîáðàçóåòñÿ â N -ìåðíûé åâêëèäîâ âåêòîð

yN 4
= xNT ∈ RN , (3)

êîòîðûé çàòåì ïåðåâîäèòñÿ â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

zN 4
= sign yN ∈ {−1, +1}N , (4)

ãäå sign îçíà÷àåò ïîêîìïîíåíòíóþ îïåðàöèþ

zn
4
= sign yn =

{ −1, yn ≤ 0,
+1, yn > 0.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèíõðîííóþ ìîäåëü; ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷íîå

xN → yN → zN (5)

ïðîèñõîäèò â ñèíõðîííîì ðåæèìå, ò.å. âñå ýëåìåíòû ñåòè ñðàáàòûâàþò îäíî-
âðåìåííî. (Â ýòîì ñìûñëå ðàçìåð ñåòè N åñòü àíàëîã äëèíû áëîêà â áëîêî-
âîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ.) Ïåðåõîä (5) åñòü ðåçóëüòàò äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
îïåðàöèé: ëèíåéíîé îïåðàöèè (3), îñóùåñòâëÿþøåé îòîáðàæåíèå

{−1, +1}N → RN ,

è íåëèíåéíîé îïåðàöèè (4), îñóùåñòâëÿþùåé îòîáðàæåíèå â îáðàòíîì íà-
ïðàâëåíèè

RN → {−1, +1}N . (6)

Èõ ïîñëåäîâàòåëüíîå îáúåäèíåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü êàê îïåðàòîð

G : {−1, +1}N → {−1, +1}N . (7)

Ôîðìàëüíî îïåðàòîð (7) íåëèíåéíûé, îäíàêî îïåðàöèÿ (6), äåëàþùàÿ åãî
òàêîâûì, äîñòàòî÷íî ïðîñòà è ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ê íåìó íåêîòîðûå ñòàí-
äàðòíûå ðàññóæäåíèÿ èç òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîä÷åðêèâàÿ, ÷òî
îïåðàòîð (7) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáîðà ìàòðèöû ïðîâîäèìîñòåé T ,
îáîçíà÷èì åãî

G = G(T ). (8)
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Ñóùåñòâóþò ëè ó îïåðàòîðà (8) íåïîäâèæíûå (èëè, â íåêîòîðîì ñìûñëå,
�ïî÷òè íåïîäâèæíûå�) òî÷êè è åñëè ñóùåñòâóþò, òî êàê èõ îòûñêàòü? Íàçî-
âåì (óñëîâíî) òàêóþ ïîñòàíîâêó âîïðîñà � çàäàí îïåðàòîð, òðåáóåòñÿ íàéòè
åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè, � òðàäèöèîííîé. Îäíàêî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõ çàäà÷,
íà ðåøåíèå êîòîðûõ â îñíîâíîì è íàïðàâëåíà ðàçðàáîòêà òåîðèè íåéðîííûõ
ñåòåé, áîëåå îñìûñëåííîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáðàòíàÿ ê òðàäèöèîííîé ïîñòà-
íîâêà âîïðîñà: ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñåòè çàäàí íàáîð èç M ≥ 2
òî÷åê:

B =
{
bN
m ∈ {−1, +1}N , m ∈ 1, M

}
; (9)

ñóùåñòâóåò ëè (îòëè÷íàÿ îò åäèíè÷íîé!) (N ×N)-ìàòðèöà

T = T (B)

òàêàÿ, ïðè êîòîðîé òî÷êè (9) áûëè áû íåïîäâèæíûìè (èëè �ïî÷òè íåïî-
äâèæíûìè�) òî÷êàìè îïåðàòîðà

G(T (B)) ?

ßñíî, ÷òî ìàòðèöó ïðîâîäèìîñòåé ñåòè íàäî âûáèðàòü çàâèñÿùåé îò íàáî-
ðà òî÷åê (9). Íî êàêîâà ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè? Èìåííî íà ýòîò âîïðîñ
îòâå÷àåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ñåòè, ïðåäëîæåííûé Õîïôèëäîì.

�3. Ñåòü Õîïôèëäà

Áóäåì çàïèñûâàòü òî÷êè ïîäìíîæåñòâà (9) êàê âåêòîð-ñòðîêè, à ñàìî
ïîäìíîæåñòâî � êàê (M ×N)-ìàòðèöó

B =




bN
1

bN
2

. . .
bN
M


 =




b11 b12 . . . b1N

b21 b22 . . . b2N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bM1 bM2 . . . bMN


 . (10)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû öåëûå N ≥ 1, M ≥ 1, (M ×N)-ìàòðèöà
B è íåêîòîðîå a ≥ 0. Òîãäà ñåòü

(
N, T (H)(B)

)
,

ãäå
T (H)(B)

4
= B′B − aI, (11)

áóäåì íàçûâàòü ñåòüþ Õîïôèëäà.
Â (11) øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Î÷åâèäíî, ìàòðèöà B′B ñèììåòðè÷íà, à åå (i, j)-é ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû B:

T
(H)
ij (B) = (b1ib2i . . . bMi)




b1j

b2j

. . .
bMj


 . (12)
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Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìàòðèöû B ñóòü ±1, òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â
B′B ðàâíû M è, òàêèì îáðàçîì, íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìàòðèöû B; äàëåå
ìû óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî âûáèðàÿ â (11) äèàãîíàëüíîå ñìåùåíèå

a = M,

ìû ïîñòóïàåì, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, íàèëó÷øèì îáðàçîì. Ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (12) âûðàæàåò êîððåëÿöèþ ìåæäó i-ì è j-ì ñòîëáöàìè ìàò-
ðèöû (10). Íà êîððåëÿöèîííóþ ïðèðîäó âçàèìîäåéñòâèÿ íåéðîíîâ, ò.å. íà
óñèëåíèå ïðîâîäèìîñòè (i, j)-ãî ñèíàïñà ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå (12),
áûëî âïåðâûå óêàçàíî â ðàáîòå Õåááà [9]. Õîïôèëä [7] îáðàòèë âíèìàíèå íà
òî, ÷òî äëÿ çíà÷åíèé M = M(N), äîñòàòî÷íî ìåäëåííî ðàñòóùèõ ñ ðîñòîì
N , íåéðîííàÿ ñåòü, ïðîâîäèìîñòü êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî Õåááó, îáëàäàåò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: îïåðàòîð ýòîé ñåòè

G
(
T (H)(B)

)
,

áóäó÷è ïðèìåíåí ê ïðîñòðàíñòâó {−1, +1}N , îñòàâëÿåò ñòðîêè ìàòðèöû (10)
�ïî÷òè íåïîäâèæíûìè�, à âñÿêóþ äðóãóþ òî÷êó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðå-
âîäèò â òî÷êó, ðàñïîëîæåííóþ â îêðåñòíîñòè áëèæàéøåé èç ñòðîê ýòîé æå
ìàòðèöû.

Ïîïûòàåìñÿ, âñëåä çà [1], ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë ýòîìó óòâåðæäåíèþ.
Îäíàêî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê ôîðìàëüíîé ñòîðîíå äåëà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïîëåçíûì îïèñàòü ôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, àäåêâàòíóþ ìîäåëè Õîïôèëäà.

Èìååòñÿ �âíåøíèé ìèð�, â êîòîðîì âîçìîæíû M ÿâëåíèé, è èìååòñÿ
�ïàìÿòü�, ñîñòîÿùàÿ èç N íåéðîíîâ. Íàñòóïëåíèå òîãî èëè èíîãî âíåøíå-
ãî ÿâëåíèÿ ïðèâîäèò ê �âîçáóæäåíèþ� ïàìÿòè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êàæäûé
íåéðîí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå −1 ëèáî +1. Ñâÿçü ìåæäó ÿâëåíèåì è âîçáó-
æäåíèåì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷íàÿ, íî �ñòàòèñòè÷åñêè óñòîé÷èâàÿ�,
ò.å. âñå âîçìîæíûå ðåàêöèè ïàìÿòè â îòâåò íà îäíî è òî æå ÿâëåíèå, êàê
ïðàâèëî, �áëèçêè� äðóã äðóãó, òàê ÷òî äëÿ êàæäîãî

m ∈ 1,M (13)

ìîæíî óêàçàòü íåêîòîðóþ òî÷êó

bN
m ∈ {−1,+1}N , (14)

èãðàþùóþ ðîëü �öåíòðà òÿæåñòè� âñåõ âîçáóæäåíèé, âîçìîæíûõ â îòâåò íà
m-å ÿâëåíèå. Áóäåì ïîíèìàòü (14) êàê �ýòàëîííîå âîçáóæäåíèå�, èëè �ýòà-
ëîí�, à âñÿêîå ðåàëüíîå âîçáóæäåíèå êàê �îòêëîíåíèå� îò ýòàëîíà. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ìàòðèöó B, ââåäåííóþ â (10), áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöåé ýòàëîíîâ.
Ñëåäóÿ [1], áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîñòåéøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü îò-
êëîíåíèé � ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîäåëü áåç ïàìÿòè, ñîãëàñíî êîòîðîé ðå-
àëüíîå âîçáóæäåíèå xN ïîëó÷àåòñÿ èç ýòàëîíà bN

m ïóòåì íåçàâèñèìûõ ïî-
êîìïîíåíòíûõ èñêàæåíèé, òàê ÷òî

xN 4
= bN

mΘN 4
= (bm1Θ1, bm2Θ2, . . . , bmNΘN ), (15)

ãäå ΘN ∈ {−1,+1}N îçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Θn =
{ −1, p,

+1, 1− p,
n ∈ 1, N, 0 ≤ p ≤ 1

2
. (16)
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Íàïðèìåð, åñëè âíåøíèé ìèð åñòü ìèð æèâîòíûõ, à ÷èñëî m â (13) îçíà-
÷àåò êîøêó êàê âèä, òî âåêòîð (14) îçíà÷àåò íàáîð ïðèçíàêîâ, ïðèñóòñòâó-
þùèõ (+1) èëè îòñóòñòâóþùèõ (−1) ó âèðòóàëüíîé êîøêè-ýòàëîíà; òîãäà
(15) îçíà÷àåò ðåàëüíóþ ñëó÷àéíî íàáëþäàåìóþ êîøêó, à (16) � âåêòîð îò-
êëîíåíèé ýòîé êîøêè îò ýòàëîííîé. Ñïîñîáíà ëè ñåòü Õîïôèëäà îïîçíàòü
ïðåäúÿâëåííóþ åé ðåàëüíóþ êîøêó êàê æèâîòíîå, îòíîñÿùååñÿ ê m-ìó âè-
äó? Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîïûòàåìñÿ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ïðîñëåäèâ
òèïè÷íóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé, ïðèìåíÿåìûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðÿìîé
òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè
áîëüøèõ óêëîíåíèé, èçâåñòíûõ êàê ýêñïîíåíöèàëüíûå îöåíêè ×åáûøåâà�
×åðíîâà [4,5].

�4. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî íåéðîñåòåâàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿåìàÿ ïÿ-
òåðêîé

(N,M, T, B, p)

è ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ M ðàâíîâåðîÿòíûõ ÿâëåíèé, ñîâåð-
øàåò îøèáêó ñ âåðîÿòíîñòüþ

Pîø(B) = Pîø(N, M, T, B, p) =

=
M∑

m=1

M−1P{sign[(bN
mΘN )T ] 6= bN

m} = (17à)

=
M∑

m=1

M−1P{
N⋃

n=1

(sign[(bN
mΘN )T ]n 6= bmn)} ≤ (17á)

≤
M∑

m=1

M−1
N∑

n=1

P{sign[(bN
mΘN )T ]n 6= bmn}. (17â)

Â (17a)�(17â) âåðîÿòíîñòü P{·} âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ð.â.

P{ΘN = tN} =
N∏

n=1

P{Θn = tn} = (1− p)N−|tN |p|t
N |, (18)

ãäå

|tN | 4=
N∑

n=1

χ{tn = −1}

îçíà÷àåò âåñ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîìåõè ΘN = tN ; â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(17à) îïåðàöèÿ sign, ïðèìåíåííàÿ ê âåêòîðó xNT , îçíà÷àåò, êàê ñêàçàíî
âûøå, ïîêîìïîíåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

sign[xNT ]n ∀n ∈ 1, N,

ãäå [xNT ]n îçíà÷àåò n-óþ êîìïîíåíòó âåêòîðà xNT ; â (17á) âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïðè ðàñïîçíàâàíèè m-ãî ÿâëåíèÿ çàïèñàíà êàê âåðîÿòíîñòü ñóììû
ïîêîìïîíåíòíûõ îøèáîê, à íåðàâåíñòâî (17â) ñëåäóåò èç îöåíêè âåðîÿòíî-
ñòè ñóììû ñîáûòèé ñóììîé èõ âåðîÿòíîñòåé.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ îöåíêè (17) ïðèìåíèì ìåòîä ðàíäîìèçàöèè,
ò.å. áóäåì îñðåäíÿòü åå ïî ìíîæåñòâó âñåõ ìàòðèö (9). Ñëåäóÿ [1], ðàññìîò-
ðèì ñëó÷àéíóþ (M ×N)-ìàòðèöó

B =




β11 β12 . . . β1N

β21 β22 . . . β2N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
βM1 βM2 . . . βMN


 , (19)

ñîñòîÿùóþ èç MN íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí âèäà

βmn =
{

+1, 1
2 ,

−1, 1
2 ,

∀(m,n) ∈ 1,M × 1, N. (20)

Îñðåäíÿÿ íåðàâåíñòâî (17), âèäèì, ÷òî ñðåäíÿÿ ïî àíñàìáëþ (19),(20) âå-
ðîÿòíîñòü îøèáêè

Pîø(B) = Pîø(N, M, T ,B, p) ≤

≤
N∑

m=1

M−1
N∑

n=1

P{sign[(βN
mΘN )T ]n 6= βmn}, (21)

ãäå âåðîÿòíîñòü P{·} âû÷èñëÿåòñÿ òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâìåñòíûì ð.â.

P{B = B; ΘN = tN} = P{B = B}P{ΘN = tN}. (22)

Çàìåòèì, ÷òî â (22) ïåðâûé ñîìíîæèòåëü

P{B = B} = 2−NM ,

à âòîðîé ñîìíîæèòåëü óêàçàí â (18). Âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè (21)
îäèíàêîâû, ïîýòîìó, ïîëàãàÿ m = n = 1, íàõîäèì, ÷òî

Pîø(B) ≤ NP{sign[(βN
1 ΘN )T ]1 6= β11} . (23)

Òàê êàê
P{β11 = −1} = P{β11 = +1} =

1
2

,

òî âåðîÿòíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè (23) äîñòàòî÷íî îöåíèâàòü äëÿ ñëó÷àÿ β11 =
−1. Òàêèì îáðàçîì,

Pîø(B) ≤ NP
{

sign[(βN
1 ΘN )T ]1 = +1

/
β11 = −1

}
=

= NP

{
N∑

n=1

β1nΘnTn1 ≥ 0
/

β11 = −1

}
, (24)

ãäå Tn1, n ∈ 1, N , ñóòü êîìïîíåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû T . Îöåíêà
(24) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ìàòðèöû T , è äàëüíåéøåå èçó÷åíèå âåðîÿòíî-
ñòè îøèáêè òðåáóåò êîíêðåòíîãî âûáîðà ìàòðèöû ïðîâîäèìîñòåé ñåòè.

�5. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè â ñåòè Õîïôèëäà
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Ïðèìåíèì îöåíêó (24) äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè â ðàíäîìè-
çèðîâàííîé ñåòè Õîïôèëäà. Ïîäñòàâèì â (11) âìåñòî B ñëó÷àéíóþ ìàòðèöó
B, è â ïîëó÷èâøåéñÿ ìàòðèöå

T (H)(B)
4
= B′B − aI

ðàññìîòðèì ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà:

Tn1
4
=

M∑
m=1

βmnβm1 − aχ{n = 1}, n ∈ 1, N, (25)

ãäå
χ{n = 1} =

{
1, n = 1,
0, n ∈ 2, N.

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåå èç âûðàæåíèé (24) âìåñòî âåëè÷èí Tn1 âåëè÷èíû
(25), íàõîäèì, ÷òî

N−1Pîø(N,M,B, p) ≤ P

{
N∑

n=1

β1nΘnTn1 ≥ 0
/

β11 = −1

}
=

= P

{
N∑

n=1

β1nΘn

(
M∑

m=1

βm1βmn − aχ{n = 1}
)
≥ 0

/
β11 = −1

}
. (26)

Ðàññìîòðèì ñóììó
N∑

n=1
. . . , óêàçàííóþ ïîä çíàêîì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè.

Âûäåëÿÿ ñëàãàåìûå ñ n = 1 è çàìå÷àÿ, ÷òî β2
mn = 1, ïîëó÷àåì

N∑
n=1

. . . =
N∑

n=1

β1nΘn

(
β11β1n +

M∑
m=2

βm1βmn − aχ{n = 1}
)

=

= β11Θ1

(
β2

11 +
M∑

m=2

β2
m1 − a

)
+

N∑
n=2

β1nΘn

(
β11β1n +

M∑
m=2

βm1βmn

)
=

= β11Θ1(M − a) +
N∑

n=2

Θnβ11 +
N∑

n=2

β1nΘn

M∑
m=2

βm1βmn . (27)

Ïðè β11 = −1 âûðàæåíèå (27) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
(

N∑
n=1

. . .

)∣∣∣∣∣
β11=−1

= −Θ1(M − a)−
N∑

n=2

Θn +
N∑

n=2

M∑
m=2

Θnβ1nβm1βmn . (28)

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (26), íàõîäèì, ÷òî

N−1Pîø(N, M,B, p) ≤ P

{
N∑

n=2

M∑
m=2

Θnβ1nβm1βmn ≥ Θ1(M − a) +
N∑

n=2

Θn

}
.

Ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, çàïèñàííîãî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñóììó (M − 1)(N − 1) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà

β1nΘnβm1βmn
4
= ηl ∈ {−1,+1}, l ∈ 1, (M − 1)(N − 1).
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Âñå îíè ñóòü íåçàâèñèìûå êîïèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η =
{ −1, 1

2 ,
+1, 1

2 .
(29)

×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûïèøåì âñå ó÷àñòâóþùèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-
âåíñòâà (28) ïåðåìåííûå â âèäå (M ×N)-ìàòðèöû




β11Θ1 β12Θ2 β13Θ3 . . . β1NΘN

β21 β22 β23 . . . β2N

β31 β32 β33 . . . β3N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
βM1 βM2 βM3 . . . βMN




.

Âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû (çà èñêëþ÷åíèåì (1, 1)-ãî) âçàèìíî íåçàâèñèìû
è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2 . Åñëè ýëåìåíòû n-ãî ñòîëáöà,
n ∈ 2, N , óìíîæèòü íà β1nΘn, à ýëåìåíòû m-é ñòðîêè, m ∈ 2, M , óìíîæèòü
íà βm1 , òî âñå ýëåìåíòû â óêàçàííûõ ñòîëáöàõ è ñòðîêàõ îñòàíóòñÿ í.î.ð.
âèäà (29). Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ïåðåïèøåì îöåíêó (28) â âèäå

N−1Pîø(N, M,B, p) ≤ P



Θ1(M − a) +

N∑
n=2

Θn ≤
(M−1)(N−1)∑

l=1

ηl



 . (30)

Âåëè÷èíà a îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíîå ñìåùåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
ìàòðèöå (11), ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè (30), âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäî-
âàëî áû ìèíèìèçèðîâàòü ïî ýòîìó ïàðàìåòðó. Èíòóèòèâíî, îäíàêî, ÿñíî,
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì p > 0 ýòà îïòèìèçàöèÿ ñóùåñòâåííî íå óëó÷øèò
àñèìïòîòèêó îöåíêè ïðè N → ∞. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âçÿòü a < M , òî ñ
âåðîÿòíîñòüþ

P{Θ1 = −1} = p

ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, çàïèñàííîãî ïîä çíàêîì âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåò
ñìåùåíèå −(M − a); åñëè æå âçÿòü a > M , òî ýòî æå ñìåùåíèå âîçíèêàåò ñ
âåðîÿòíîñòüþ

P{Θ1 = +1} = 1− p.

Â ëþáîì ñëó÷àå ïðîèçîéäåò ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ýêñïîíåí-
öèàëüíîãî óáûâàíèÿ îöåíêè (30) ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé, êîòîðàÿ äîñòèãàåòñÿ
ïðè âûáîðå a = M . Åñëè æå âûáðàòü a = M , òî ïðîèçîéäåò ëèøü óìåíü-
øåíèå ðàçìåðíîñòè ñõåìû � îíà ïîíèçèòñÿ íà åäèíèöó, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà
àñèìïòîòèêó îöåíêè. Ïîëàãàÿ a = M è çàìåíÿÿ äëÿ óäîáñòâà M è N íà
M + 1 è N + 1 ñîîòâåòñòâåííî, ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (30) â âèäå

(N + 1)−1Pîø(N + 1; M + 1;B; p) ≤ P

{
N∑

n=1

Θn ≤
MN∑

l=1

ηl

}
. (31)

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåõíèêîé ×åáûøåâà�×åðíîâà [4], ñîãëàñíî
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êîòîðîé äëÿ ëþáîãî ρ ≥ 0

P

{
N∑

n=1

Θn ≤
MN∑

l=1

ηl

}
= χ

{
N∑

n=1

Θn ≤
MN∑

l=1

ηl

}
=

= χ



1 ≤ e

ρ

�
MNP
l=1

ηl−
NP

n=1
Θn

�

 ≤ e

ρ

�
MNP
l=1

ηl−
NP

n=1
Θn

�
=

=
(
e−ρΘ

)N

(eρη)MN =

[
(
(1− p)e−ρ + peρ

)(
e−ρ + eρ

2

)M
]N

. (32)

Ìèíèìèçèðóÿ ïðàâóþ ÷àñòü (32) ïî ρ ≥ 0, èìååì

P

{
N∑

n=1

Θn ≤
MN∑

l=1

ηl

}
≤

[
min
ρ≥0

(
e−ρ + eρ

2

)M (
(1− p)e−ρ + peρ

)
]N

. (33)

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìèçèðóåìîå âûðàæåíèå êàê ôóíêöèÿ îò ρ âûïóêëî êíèçó.
Äèôôåðåíöèðóÿ ïî ρ è ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ íóëþ, íàõîäèì, ÷òî åãî
ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ρ, óäîâëåòâîðÿþùåì óðàâíåíèþ

(M + 1)pe4ρ + (M − 1)(1− 2p)e2ρ − (M + 1)(1− p) = 0. (34)

Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî

e2ρ =

√
(M − 1)2 + 16Mp(1− p)− (1− 2p)(M − 1)

2p(M + 1)
(35)

è äîñòàâëÿåò èñêîìûé ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (33).

�6. Àíàëèç

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ
p = 0, (36)

êîòîðûé ñëåäóåò ðàññìîòðåòü îòäåëüíî, ÷òîáû ïîêàçàòü, íàñêîëüêî õîðîøî
ðàáîòàåò ñåòü Õîïôèëäà �áåç âíåøíåé íàãðóçêè�, ò.å. êîãäà äëÿ èäåíòèôè-
êàöèè åé ïðåäúÿâëÿåòñÿ îäèí èç M + 1 ïîðîæäàþùèõ åå ýòàëîíîâ â åãî
íåèñêàæåííîì âèäå. Ïîäñòàâëÿÿ (36) â (31) è (33), íàõîäèì, ÷òî

(N + 1)−1Pîø(N + 1;M + 1;B; 0) ≤

≤ P

{
MN∑

l=1

ηl ≥ N

}
≤

[
min
ρ≥0

(
e−ρ + eρ

2

)M

e−ρ

]N

; (37)

ïîäñòàâëÿÿ (36) â óðàâíåíèå (34) è ðåøàÿ ïîñëåäíåå, íàõîäèì, ÷òî ìèíèìóì
â ïðàâîé ÷àñòè (37) äîñòèãàåòñÿ ïðè

e2ρ =
M + 1
M − 1

, (38)
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à ñàìà îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

(N + 1)−1Pîø(N + 1;M + 1;B; 0) ≤
≤ [

(1−M−1)M−1(1 + M−1)M+1
]−N

2 =

= e
− N

2M

�
1+2 M+6

(M−1)3
+···

�
. (39)

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ N è M ñóùåñòâó-
åò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ((M + 1)× (N + 1))-ìàòðèöà ýòàëîíîâ B òàêàÿ,
÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáêè, êîòîðóþ ñîâåðøàåò ïîðîæäàåìàÿ ýòîé ìàòðèöåé
ñåòü Õîïôèëäà ïðè ðàñïîçíàâàíèè ñëó÷àéíî ïðåäúÿâëåííîãî åé ýòàëîíà, íå
ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû, óêàçàííîé â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (39).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ ýòàëîíà ïîëî-
æèòåëüíà, ò.å. êîãäà

0 < p ≤ 1
2

.

Ïîäñòàâëÿÿ â (31) ïîñëåäîâàòåëüíî (33) è (35) è ïðîèçâîäÿ óïðîùåíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå ïðîèçâåäåíû â (39), íàõîäèì, ÷òî

Pîø(N + 1; M + 1;B; p) ≤ (N + 1)e−
N
2M (1−2p)2(1+o(1)) ,

ãäå o(1) → 0, M → ∞. Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåò âåðõíþþ
ãðàíèöó äëÿ ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè îøèáêè â ðàíäîìèçèðîâàííîé ñåòè Õîï-
ôèëäà ñ ïàðàìåòðàìè (N +1; M +1; p). Ñ ðîñòîì N ýòà ãðàíèöà ñõîäèòñÿ ê
íóëþ âñÿêèé ðàç, êîãäà âåëè÷èíà M êàê ôóíêöèÿ îò N , ðàñòåò ìåäëåííåå,
÷åì

M(N)
4
=

N

2 ln N
(1− 2p)2. (40)

Ñîãëàñíî [1] ýòî äàåò îñíîâàíèå ðàññìàòðèâàòü âåëè÷èíó (40) êàê àñèìïòî-
òè÷åñêè äîñòèæèìóþ ìîùíîñòü àññîöèàòèâíîé ïàìÿòè Õîïôèëäà. Ñëåäóåò
ïðèçíàòü, ÷òî ýòî î÷åíü íèçêàÿ ìîùíîñòü. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåêîìåí-
äàöèÿìè òåîðèè èíôîðìàöèè è ñòðîèòü àññîöèàòèâíóþ ïàìÿòü íà îñíîâå
ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðèíèìàÿ ðåøåíèå â öåëîì ïî âñåì
N íàáëþäàåìûì ïðèçíàêàì, òî ìîùíîñòü ïàìÿòè áûëà áû áëèçêà ê âåëè-
÷èíå 2NC(p), ãäå

C(p) = 1−H(p), 0 ≤ p <
1
2
,

� ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äâîè÷íîãî êàíàëà íàáëþäåíèÿ, óêàçàííîãî â (16).
Ê ñîæàëåíèþ, íåéðîáèîëîãè÷åñêàÿ ýâîëþöèÿ ïðîõîäèëà â äîøåííîíîâñêóþ
ýïîõó, ïîýòîìó ïðèðîäà âîñïîëüçîâàëàñü áîëåå ïðîñòûì ïðèíöèïîì ïîñèì-
âîëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ ìîùíîñòíîé õàðàêòåðèñòèêîé (40).
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