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Á. Â.Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉÍàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóòñèñòåìíûõ èññëåäîâàíèé �ÀÍ, ÌîñêâàE-mail: litin�iont.ruÌÅÒÎÄ n�ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÅÉ È ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅÑÂÎÁÎÄÍÎÉ ÝÍÅ��ÈÈÀííîòàöèÿÌåòîäû ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå íå òîëüêî â �èçèêå, íîè â çàäà÷àõ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1℄, â òåîðèè íåéðîííûõ ñåòåé [2℄è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ [3℄, ïðè êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé [4℄.Îäíà èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì çäåñü � âû÷èñëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïî-ñêîëüêó ÷åðåç íåå âûðàæàþòñÿ òàêèå ìàêðî-õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû êàêíàìàãíè÷åííîñòü, òåïëîåìêîñòü, âîñïðèèì÷èâîñòü è ò. ä. Íàìè ðàçðàáàòûâà-åòñÿ ìåòîä n-îêðåñòíîñòåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè. Íàø ïîäõîäíå çàâèñèò îò ñïåöè�èêè ìàòðèöû ñâÿçè è ïîçâîëÿåò âêëþ÷èòü â ðàññìîò-ðåíèå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ê ìîäåëè Èçèíãà íà
D-ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå äàëî ïðîñòîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿêðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé îáðàòíîé òåìïåðàòóðû, õîðîøî îïèñûâàþùåå êîì-ïüþòåðíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ öåëîãî ðÿäà ðàçìåðíîñòåé: D = 3, 4, 5, 6 è 7.Â äîêëàäå äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â ñòàò�èçè÷åñêèé ïîäõîä è èçëàãàåòñÿìåòîä n-îêðåñòíîñòåé.B.V.KRYZHANOVSKY, L. B. LITINSKIIInstitute of Optial Neural Tehnologies, RAS, MosowE-mail: litin�iont.ru

n-viinity method and alulation of free energyAbstratMethods of statistial physis are used not in physis only but also in the ombi-natorial optimization [1℄, the theory of neural networks [2℄, mahine learning [3℄and omputer proessing of images [4℄. In all these problems alulation offree energy is one of the key problems beause it is neessary to alulate manyimportant marosopi harateristis of a system suh as magnetization, heatapaity, suseptibility and so on. To alulate free energy we developed an
n-viinity method. Our approah does not depend on spei�s of the onnetionmatrix and allows us to introdue an external magneti �eld. When applied tothe Ising model on a D-dimensional ubi latties, it gave a simple analyti so-lution for ritial values of the inverse temperature that desribes well omputersimulations for a number of dimensions D = 3, 4, 5, 6 and 7. Here we explainbrie�y the statistial physis approah and disuss the n-viinity method.2 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉÂâåäåíèåÁóäåì èçó÷àòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç áîëüøîãî ÷èñëà N âçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ ñïèíîâ si:
si = {±1} , i = 1, 2, . . . , N, N ≫ 1.Âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñïèíàìè çàäàþòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé ñâÿçè

T = (Tij), ñàìîâîçäåéñòâèå îòñóòñòâóåò: Tii = 0. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êàêöåëîãî îïèñûâàåòñÿ êîí�èãóðàöèîííûì âåêòîðîì s = (s1, . . . , sN). Åñëè
H � îäíîðîäíîå âíåøíåå ïîëå, òî ýíåðãèÿ ñîñòîÿíèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèíñïèí ðàâíà:

E(s, H) = −
1

2N

N
∑

i,j=1

Tijsisj −
H

N

N
∑

i=1

si. (1)Ý��åêòèâíûé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ïîäîáíûõ ñèñòåì áîëüøîãî ðàçìåðà äî-ñòàâëÿåò ñòàòèñòè÷åñêàÿ �èçèêà. Öåíòðàëüíàÿ ðîëü ïðè ýòîì îòâîäèòñÿ âû-÷èñëåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (ñòàòñóììû):
ZN (β, H) =

∑

all s

exp [−βE(s, H)],ãäå β = 1/T � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, à ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì 2Nñîñòîÿíèÿì s. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà åñòü �óíêöèÿ îáðàòíîé òåìïåðàòóðû èâíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ZN (β, H) äàæå ïðè β = 0ðàâíî 2N è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ N ≫ 1 åñòü î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî, àèíòåðåñóþòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëîì
Z(β, H) = lim

N→∞
ZN (β, H),óäîáíåå ðàáîòàòü ñî ñâîáîäíîé ýíåðãèåé:

F (β, H) = −
1

β
·
ln Z(β, H)

N
. (2)Âñëåä çà áîëüøèíñòâîì èññëåäîâàòåëåé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå áåç-ðàçìåðíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

f(β, H) = β · F (β, H). (3)ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 3



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅÏðè N → ∞ è F (β, H), è f(β, H) ïðèíèìàþò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.Âàæíîñòü ñâîáîäíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿìàêðîõàðàêòåðèñòèêà ñïèíîâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé îò íåå [5℄.Íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè ïðè äàííîé òåìïåðàòóðå (ýòó õàðàê-òåðèñòèêó íàçûâàþò âíóòðåííåé ýíåðãèåé U ) åñòü
U(β, H) =

∂

∂β
f(β, H), (4)òåïëîåìêîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê

C(β, H) = −β2 ∂2f(β, H)

∂β2
,íàìàãíè÷åííîñòü ñîñòîÿíèÿ åñòü

M(β, H) = −
∂F (β, H)

∂H
, (5)à ìàãíèòíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ðàâíà

χ(β, H) = −
∂2F (β, H)

∂H2
.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èçó÷àòü çàâèñèìîñòü ìàêðîõàðàêòåðèñòèê ñèñòåìûîò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, íåîáõîäèìî óìåòü âû÷èñëÿòü ñâîáîäíóþýíåðãèþ.Âàæíîå ìåñòî â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå ïðèíàäëåæèò èçó÷åíèþ �àçî-âûõ ïåðåõîäîâ. Ïîÿñíèì, ÷òî ïîä ýòèì ïîíèìàåòñÿ. Èç ñàìûõ îáùèõ ñîîá-ðàæåíèé ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé �óíêöèåé ñâîèõ àðãó-ìåíòîâ. Íî è íå áîëåå òîãî: ïðîèçâîäíûå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ìîãóò èìåòüòå èëè èíûå îñîáåííîñòè � ñêà÷êè è/èëè áåñêîíå÷íûå ðàçðûâû. Ïóñòü,íàïðèìåð, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî β ïðè íåêîòîðîì çíà-÷åíèè βc èìååò ñêà÷îê (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ãðà�èêå �óíêöèè

F (β, H) ïðè β = βc èìåëñÿ èçëîì). Òîãäà âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ U(β, H)â òî÷êå βc ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì � ñì. (4). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ β ìåíüøèõ÷åì βc, áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå β ïðèâîäèëî ê áåñêîíå÷íî ìàëîìóèçìåíåíèþ âíóòðåííåé ýíåðãèè U(β). À â òî÷êå βc áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðè-ðàùåíèå àðãóìåíòà ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó ñêà÷êó U(β). ßñíî, ïðè β = βcó ñïèíîâîé ñèñòåìû ïðîèñõîäèò êàêàÿ-òà âíóòðåííÿÿ ïåðåñòðîéêà � ëèáîìåíÿåòñÿ òèï ðåøåòêè, â óçëàõ êîòîðîé ñèäÿò ñïèíû, ëèáî ìåíÿåòñÿ õàðàê-òåð ðàñïðåäåëåíèÿ ñïèíîâ è òîìó ïîäîáíîå. Â òî÷êå βc ïðîèñõîäèò ãëî-áàëüíàÿ ïåðåñòðîéêà ñïèíîâîé ñèñòåìû. �îâîðÿò, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç4 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå βc ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç îäíîãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿâ äðóãîå.Îòûñêàíèå âñåõ âîçìîæíûõ �àçîâûõ ñîñòîÿíèé, èõ êëàññè�èêàöèÿ èîïèñàíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò èçó÷åíèÿ ñïèíîâîéñèñòåìû. Íà �îðìàëüíîì ÿçûêå ðå÷ü èäåò îá èññëåäîâàíèè îñîáåííîñòåéñâîáîäíîé ýíåðãèè. Åñëè ñèíãóëÿðíîñòü èìååòñÿ ó ïåðâîé ïðîèçâîäíîé
F (β, H) (êàê â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå) � ãîâîðÿò î �àçîâîì ïåðåõîäå ïåð-âîãî ðîäà; åñëè îñîáåííîñòü èìååò âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ F (β, H) �àçîâûéïåðåõîä íàçûâàþò ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà. Ôàçîâûå ïåðåõîäû áîëåå âû-ñîêîãî ðîäà ïîêà íå íàáëþäàëèñü.Âû÷èñëåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè, îïèñàíèå åå çàâèñèìîñòè îò âíåøíèõïàðàìåòðîâ β, H è äð. � òðóäíàÿ çàäà÷à, êîòîðóþ óäàåòñÿ ðåøèòü òî÷-íî òîëüêî äëÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ ìàòðèöû T [1, 2, 5, 6℄. Êàê ïðàâèëî, ïðèýòîì èñïîëüçîâàëàñü ñïåöè�èêà ìàòðèöû ñâÿçè. Ìû ðàçâèâàåì ïîäõîä êâû÷èñëåíèþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, íå çàâèñÿùèé îò êîíêðåòíîãî âèäà ìàò-ðèöû ñâÿçè [7�14℄. Åùå îäíî äîñòîèíñòâî íàøåãî ïîäõîäà � âîçìîæíîñòüý��åêòèâíîãî âêëþ÷åíèÿ â ðàññìîòðåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ H , ÷òî îáû÷íîñîñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó. Êðàòêî ñóùåñòâî íàøåãî ïîäõîäà ñîñòîèòâ ñëåäóþùåì.Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþ (íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå) s0 ∈
R

N, è îïðåäåëèì åå n-îêðåñòíîñòü Ωn êàê ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, îòëè÷à-þùèõñÿ îò s0 ïðîòèâîïîëîæíûìè çíà÷åíèÿìè n êîîðäèíàò, ãäå n ∈ [0, N ].�àñïðåäåëåíèå ýíåðãèé ñîñòîÿíèé, ïðèíàäëåæàùèõ n-îêðåñòíîñòè êàê ïðà-âèëî íåèçâåñòíî, îäíàêî ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ En è äèñïåðñèè σ2
n ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [8, 9℄. Ýòè äâà ìîìåí-òà ðàñïðåäåëåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèöû ñâÿçè è íà-÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè s0. Äàëåå, ýìïèðè÷åñêèé �àêò ñîñòîèò â òîì, ÷òîðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèé ñîñòîÿíèé èç Ωn ÿâëÿåòñÿ îäíîìîäîâûì, è õîðîøîàïïðîêñèìèðóåòñÿ ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ ñ ïàðàìåòðàìè En è σ2

n (äåòàëü-íîå îáñóæäåíèå ìîæíî íàéòè â [9℄). Òîãäà â âûðàæåíèè äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîéñóììû
ZN =

∑N

n=0

∑

s∈Ωn

exp (−βE(s))ñóììèðîâàíèå ïî ñîñòîÿíèÿì èç Ωn ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïîãàóññîâîé ìåðå, à ñóììèðîâàíèå ïî n-îêðåñòíîñòÿì � èíòåãðèðîâàíèåìïî íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé x = n/N : x ∈ [0, 1]. Ïîñëå íå î÷åíü ñëîæ-íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðèíèìàåò âèä äâîéíîãî èíòå-ãðàëà îò ýêñïîíåíòû, â ïîêàçàòåëå êîòîðîé ñòîèò áîëüøîé ìíîæèòåëü N :ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 5
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ZN ≈

∫

dx
∫

dE exp [−N · ϕ(x, E)]. Òàêèå èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ ñòàí-äàðòíûì ìåòîäîì ïåðåâàëà. Ôóíêöèÿ â ýêñïîíåíòå ϕ(x, E) êàê îò ïàðà-ìåòðîâ çàâèñèò îò îáðàòíîé òåìïåðàòóðû β, âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(åñëè èìååòñÿ) è õàðàêòåðèñòèê ìàòðèöû ñâÿçè. Â îáùåì âèäå âûðàæåíèåäëÿ ϕ(x, E) ïîëó÷åíî â [8, 9℄.×òîáû îïðåäåëèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè íàøåãî ìåòîäà, ìû èññëå-äîâàëè ñ åãî ïîìîùüþ ìîäåëü Èçèíãà íà D-ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå.Çà ïî÷òè 100 ëåò èçó÷åíèÿ ìîäåëè Èçèíãà çäåñü ïîëó÷åíî ìíîãî òî÷íûõðåçóëüòàòîâ, íà êîòîðûõ ìîæíî òåñòèðîâàòü íîâûå ìåòîäû è ïîäõîäû. Îñ-íîâíûå ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû òàêîâû.Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñåäÿìèâäîëü ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé ðåøåòêè ìîæåò áûòü ðàçëè÷íûì, ïîëó÷åíîóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåò èçâåñòíîåóðàâíåíèå Áðýããà-Âèëüÿìñà [5℄.Äëÿ ðåøåòîê áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé D > 3 íàøèì ìåòîäîì óäàåòñÿâîñïðîèçâåñòè âñå èçâåñòíûå äëÿ ìîäåëè Èçèíãà ðåçóëüòàòû: íàëè÷èå �à-çîâîãî ïåðåõîäà âòîðîãî ðîäà è êëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîêà-çàòåëåé [5℄. Äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îáðàòíîé òåìïåðàòóðû ïîëó÷åíàíåèçâåñòíàÿ ðàíåå ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà
βc =

(

1 −
√

1 − 2/D
)

/2,õîðîøî îïèñûâàþùàÿ ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ âñåõðàçìåðíîñòåé 3 6 D 6 7, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü êîìïüþòåðíîå ìî-äåëèðîâàíèå [15�18℄. Ñîãëàñèå ìåæäó íàøåé �îðìóëîé è êîìïüþòåðíûìýêñïåðèìåíòîì óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîì D.Äëÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (D = 2) íàø ïîäõîä äàåò ïðèåìëåìîåêðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå îáðàòíîé òåìïåðàòóðû, íî ïðåäñêàçûâàåò ñêà÷îê íà-ìàãíè÷åííîñòè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì �àçîâîãî ïå-ðåõîäà ïåðâîãî ðîäà. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò èçâåñòíîìó òî÷íîìó ðåøåíèþ Îí-ñàãåðà, êîòîðîå ïðåäñêàçûâàåò çäåñü �àçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà [5℄. Äëÿîäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (D = 1) íàø ïîäõîä â íûíåøíåì âèäå âîîáùåíåïðèìåíèì.Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è D-ìåðíàÿ ìîäåëü ÈçèíãàÏîíà÷àëó âñå ðàññìîòðåíèÿ ïðîâåäåì äëÿ ìàòðèöû ñâÿçè T = (Tij)
N

1 îá-ùåãî âèäà, à çàòåì ïåðåéäåì ê ìàòðèöå, îòâå÷àþùåé D-ìåðíîé ìîäåëè6 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉÈçèíãà. Ìîäåëü Èçèíãà ðàññìàòðèâàåòñÿ íà D-ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêåñ âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó áëèæàéøèìè ñïèíàìè è ïåðèîäè÷åñêèìè ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè [5℄.Ìåòîä n-îêðåñòíîñòåé îñíîâàí íà òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèé ñî-ñòîÿíèé èç n-îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ãàóñ-ñîâîé ïëîòíîñòüþ. Äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè â [9℄.Òàì æå â ñàìîì îáùåì âèäå ïðèâåäåíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ ýíåðãèè En è äèñïåðñèè σ2
n.Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè âîçüìåì s0 = (1, 1, . . . , 1) ∈ R

N .Åå n-îêðåñòíîñòü Ωn ñîñòîèò èç êîí�èãóðàöèé, ó êîòîðûõ â òî÷íîñòè nñïèíîâ ðàâíû −1: Ωn =
{

s :
∑N

i=1 si = N − 2n
}, n = 0, 1, . . . , N .×åðåç E0 îáîçíà÷èì ýíåðãèþ íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè s0 (áåç ó÷åòàâíåøíåãî ïîëÿ H):

E0 = E(s0) = −
1

2N

N
∑

i6=j

Tij .Åñëè H � âåëè÷èíà îäíîðîäíîãî âíåøíåãî ïîëÿ, òî ýíåðãèÿ (1) ñîñòîÿíèÿ
s ∈ Ωn ðàâíà

E(s, H) = E(s) − H

(

1 −
2n

N

)

.Â [8,13,14℄ ïîêàçàíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòñóììû ïðè-âîäèòñÿ ê âèäó:
ZN ∼

∫ 1

0

dx

∫ Ex(max)

Ex(min)

exp [−N · ϕ(x, E)] dE, (6)ãäå N ≫ 1, à �óíêöèÿ â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ðàâíà:
ϕ(x, E) = S(x) + β [E − H · (1 − 2x)] +

1

2N

(

E − Ex

σx

)2

.Çäåñü x = n/N � íåïðåðûâíûé àíàëîã äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé n, S(x) =
x lnx + (1 − x) ln(1 − x) � �óíêöèÿ Øåííîíà, à Ex = lim

N→∞
En è σ2

x =

lim
N→∞

σ2
n ñóòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñðåäíåãî En è äèñïåðñèè

σ2
n (îïðåäåëåíû íèæå).ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 7



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅÈíòåãðàë â âûðàæåíèè äëÿ ZN âû÷èñëÿåòñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà, äëÿ ÷åãîíåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèþ ϕ(x, E) ïî ïåðåìåííûì x è E äëÿêàæäîé ïàðû çíà÷åíèé âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ β è H . Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðå-îáðàçîâàíèé çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
f(x) = S(x) + βEx −

β2Nσ2
x

2
− βH(1 − 2x), (7)ïðè óñëîâèè βNσ2

x + E0 − Ex 6 0.Ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ, äàþùèå áîëåå óäîáíóþ íîðìèðîâêó:
b = β

∑

ij T 2
ij

∑

ij Tij

, q =

(

∑

ij Tij

)2

N
∑

ij T 2
ij

, h =
2

∑

ij Tij
∑

ij T 2
ij

H, (8)è ïåðåéäåì ê D-ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè-÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è äèñïåðñèè [9, 10℄:
Ex = E0(1 − 2x)2, σ2

x =
8

∑

ij T 2
ij

N2
x2(1 − x)2.Â îêîí÷àòåëüíîì âèäå çàäà÷à ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: äëÿ êàæäîãî çíà-÷åíèÿ ¾áåçðàçìåðíîé¿ îáðàòíîé òåìïåðàòóðû b íåîáõîäèìî îòûñêàòü íàèíòåðâàëå(0, xb) ãëîáàëüíûé ìèíèìóì �óíêöèè

f(x) = L(x) −
qb

2

[

(1 − 2x)
2
+ 8b(x(1 − x))

2
]

−
bh

2
(1 − 2x), (9)ãäå xb =1/2, êîãäà b 6 1, è xb =

(

1 −
√

1 − 1/b
)

/2, êîãäà b > 1.Câîáîäíàÿ ýíåðãèÿ f(b, h) (3) ðàâíà:
f(b, h) = min

x∈(0,xb)
f(x, b, h). (10)Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Äëÿ D-ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà íà÷àëüíàÿêîí�èãóðàöèÿ s0 = (1, 1, . . . , 1) ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ïî ýíåð-ãèè (îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì). Òàêîé âûáîð íà÷àëüíîé êîí�èãóðàöèè ïîçâî-ëÿåò ý��åêòèâíî óêàçàòü ãðàíèöû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ýíåðãèè Ex(min) è

Ex(max) â âûðàæåíèè (6) äëÿ ñòàòñóììû ZN .Êîãäà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè ñïèíàìè îäèíàêîâû: Tij =
(1 − δij)J , âûðàæåíèÿ (8) çàìåòíî óïðîùàþòñÿ:
∑

ij
Tij = DNJ,

∑

ij
T 2

ij = DNJ2/2, b = βJ, q = 2D, h = 2H/J.8 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉÁîëüøóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èãðàåò ïàðàìåòð q, ðàâíûé çäåñü ÷èñëó áëè-æàéøèõ ñîñåäåé ñïèíà. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå âäîëü ðàçëè÷íûõ íàïðàâëå-íèé D-ìåðíîé ðåøåòêè ðàçëè÷íî, ïàðàìåòð q íå îáÿçàí ïðèíèìàòü öå-ëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ 2D ìîäåëè Èçèíãà ñ ðàçëè÷íûìèêîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ïî âåðòèêàëè (J) è ãîðèçîíòàëè (K) èìååì:
q = 2

(

1 +
2

K/J + J/K

)

.Òàêîå q ìîæåò ðàâíÿòüñÿ ëþáîìó ÷èñëó èç èíòåðâàëà 2 < q < 4. Àíàëî-ãè÷íî, äëÿ 3D ìîäåëè Èçèíãà ñ ðàçëè÷íûìè êîíñòàíòàìè âçàèìîäåéñòâèÿ(J, K, L) ïîëó÷àåì:
q = 2

(J + K + L)
2

J2 + K2 + L2
∈ (2, 6).Â îáùåì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî q åñòü ý��åêòèâíîå êîîðäèíàöè-îííîå ÷èñëî, õàðàêòåðèçóþùåå âçàèìîäåéñòâèå ñïèíà ñ åãî áëèæàéøèìîêðóæåíèåì.Íàêîíåö, ïîëîæèì H = 0 è áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó â îòñóòñòâèå âíåøíåãîïîëÿ. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ è åãî ðåøåíèåÓðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿÄëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ b íåîáõîäèìî îòûñêàòü íà èíòåðâàëå [0, xb] ãëîáàëü-íûé ìèíèìóì �óíêöèè

f(x) = L(x) −
qb

2

[

(1 − 2x)
2

+ 8b(x(1 − x))
2
]

,äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
∂f

∂x
= ln

x

1 − x
+ 2qb(1 − 2x) [1 − 4bx(1 − x)] = 0. (11)Î÷åâèäíî, ÷òî x0 = 1/2 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11). Íàçîâåìðåøåíèå x0 òðèâèàëüíûì. ×òîáû íàéòè îñòàëüíûå ðåøåíèÿ, èçáàâèìñÿ îòòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïðåîáðàçîâàâ óðàâíåíèå (11) ê âèäó:

ln 1−x
x

2(1 − 2x)
= qb [1 − 4bx(1 − x)] . (12)ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 9



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅÓðàâíåíèå (12) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l(x)åãî ëåâóþ ÷àñòü, à ÷åðåç r(x, b) � ïðàâóþ:
l(x) =

ln 1−x
x

2(1 − 2x)
, r(x, b) = qb [1 − 4bx(1 − x)] .Ôóíêöèè l(x)è r(x, b) âåäóò ñåáÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0 =

1/2; áóäåì èçó÷àòü èõ ïîâåäåíèå íà èíòåðâàëå [0, 1/2℄. Ôóíêöèÿ l(x) ìî-íîòîííî óáûâàåò îò +∞ íà ëåâîì êðàþ èíòåðâàëà äî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî1 íà ïðàâîì êðàþ: l(0.5) = 1. Åå ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå íà ïðà-âîì êðàþ ðàâíû l′(x0) = 0 è l′′(x0) = 8/3 ñîîòâåòñòâåííî. Êâàäðàòíûéòðåõ÷ëåí r(x, b) ìîíîòîííî óáûâàåò îò çíà÷åíèÿ r(0) = qb íà ëåâîì êðàþäî r(x0) = qb(1 − b) íà ïðàâîì � ñì. íèæíèå ïàíåëè íà ðèñ.1. Ïî ìåðåâîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà b ó �óíêöèè f(x) áóäóò âîçíèêàòü òî÷êè ïåðåãèáàè/èëè ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû � ñì. ãðà�èêè íà âåðõíèõ ïàíåëÿõ ðèñ. 1.Ýòè òðàíñ�îðìàöèè óäîáíî èçó÷àòü, àíàëèçèðóÿ âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèåêðèâûõ l(x) è r(x, b).Ïîêà çíà÷åíèå b íåâåëèêî (b ∼ 0), êðèâûå l(x) è r(x, b) íå èìåþò îáùèõòî÷åê � ñì. íèæíþþ ïàíåëü ðèñ. 1a. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíñòâåííûì ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ îñòàåòñÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x0 = 1/2, à ñâîáîäíàÿýíåðãèÿ (10) èìååò âèä:
f(b) = f(x0, b) = − ln 2 −

qb2

4
, b ≪ 1.Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà b êðèâàÿ r(x, b) êàê öåëîå ïîäíèìàåòñÿ ââåðõ, ïðè-áëèæàÿñü ê êðèâîé l(x). Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè b êðèâûå l(x) è r(x, b)êîñíóòñÿ äðóã äðóãà. Êàñàíèå êðèâûõ ìîæåò ïðîèçîéòè ëèáî âî âíóòðåí-íåé òî÷êå èíòåðâàëà (0, x0) (íèæíÿÿ ïàíåëü ðèñ. 1b), ëèáî íà ïðàâîì êîíöåèíòåðâàëà, â òî÷êå x0 = 0.5 (ñì. íèæíþþ ïàíåëü ðèñ. 1).Êàñàíèå êðèâûõ l(x) è r(x, b) âî âíóòðåííåé òî÷êå èíòåðâàëà îçíà÷àåò,÷òî ó �óíêöèè f(x) îáðàçîâàëàñü òî÷êà ïåðåãèáà, â êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ�óíêöèè f(x) ðàâíà íóëþ � ñì. âåðõíþþ ïàíåëü ðèñ. 1b. Òàêàÿ òî÷êà íåÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì �óíêöèè f(x), ïîýòîìó äàííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(12) èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò. Îäíàêî ñòîèò ñëåãêà óâåëè÷èòü çíà÷åíèåïàðàìåòðà b, è âìåñòî òî÷êè ïåðåãèáà ó �óíêöèè f(x) ïîÿâÿòñÿ äâà ýêñ-òðåìóìà: ëîêàëüíûé ìèíèìóì x1 è ëîêàëüíûé ìàêñèìóì x2 � ñì. âåðõíèåïàíåëè ðèñ. 1b è ðèñ. 1d. Íîâûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëü-íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (11), è åãî íåîáõîäèìî ñðàâíèâàòü ïî ãëóáèíå ñìèíèìóìîì â òî÷êå x0 = 1/2.10 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉÂ ðàáîòàõ [13, 14℄ èñ÷åðïûâàþùèì îáðàçîì ïðîàíàëèçèðîâàíî òî, êàêðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà q. Îêàçûâà-åòñÿ, èìåþòñÿ äâà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿ q1 = 4 ln 2 ≈ 2.77 è q2 = 16/3, èñâîéñòâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) êàðäèíàëüíî çàâèñÿò îò òîãî, êàêîìó èçòðåõ èíòåðâàëîâ ïðèíàäëåæèò q: q < q1, q1 6 q < q2 èëè q2 6 q. Îïóñêàÿäåòàëè, îïèøåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.�åøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ q2 6 qÂ ýòîì ñëó÷àå êðèâûå l(x) è r(x, b) ñîïðèêàñàþòñÿ òîëüêî íà ïðàâîì êîíöåèíòåðâàëà, â òî÷êå x0 = 1/2. Êàñàíèå ïðîèñõîäèò, êîãäà ïàðàìåòð b ñòàíåòðàâåí êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ
bc =

1 −
√

1 − 4/q

2
. (13)
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�ÈÑ. 1. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q è b ãðà�èêè �óíêöèè f(x) (âåðõíèåïàíåëè) è êðèâûå l(x) è r(x, b) (íèæíèå ïàíåëè)ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 11



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅÂ ýòîò ìîìåíò ìèíèìóì �óíêöèè f(x) ïîêèíåò òî÷êó x0 = 1/2 è ïåðå-ìåñòèòñÿ â áåñêîíå÷íî áëèçêóþ ê íåé òî÷êó xε(b) = x0 − ε(b). Ïðè ýòîìïðîèçîéäåò �àçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå îáðàò-íîé òåìïåðàòóðû áóäåò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñòðåìëåíèåì òî÷êè ìèíèìóìà xε êëåâîìó êîíöó èíòåðâàëà, â íàïðàâëåíèè ê 0. Ïðè b → ∞ òî÷êà ãëîáàëüíîãîìèíèìóìà xε(b) àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê 0, íèêîãäà åãî íå äîñòèãàÿ.Òàê è äîëæíî ïðîèñõîäèòü: ñïèíîâàÿ ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ êîñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, êîãäà òåìïåðàòóðà T = 1/b ñòðåìèòñÿ ê 0.Äëÿ ìîäåëè Èçèíãà áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé D = 3, 4, 5, 6, 7 òî÷íûå êðè-òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ îáðàòíîé òåìïåðàòóðû íåèçâåñòíû, èõ îöåíêè ïîëó÷å-íû èíòåíñèâíûì êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì [15�18℄. Ýòè äàííûå ìûèñïîëüçîâàëè íà ðèñ. 2: ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåð-íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâèâ â (13) çíà÷åíèÿ q = 6, 8, 10, 12, 14 ïîëó÷èìîöåíêè äëÿ òåõ æå âåëè÷èí íàøèì ìåòîäîì � íà ðèñ.2 ýòè äàííûå ïîêàçàíûøòðèõîâîé ëèíèåé.Òî÷å÷íîé ëèíèåé ïîêàçàíà îöåíêà bc = 1/2D, ïîëó÷àþùàÿñÿ èç óðàâíå-íèÿ Áðýããà-Âèëüÿìñà [5℄. Âèäíî, ÷òî íàøà �îðìóëà îïèñûâàåò ðåçóëüòàòûêîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà ìíîãî ëó÷øå. Ñ ðîñòîì D ñîãëàñèå ìåæäóòåîðèåé è êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì óëó÷øàåòñÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ïà-ðàìåòð q ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, íå òîëüêî öåëî÷èñëåííûå �ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.Ïðîâîäÿ ñòàíäàðòíûå âû÷èñëåíèÿ, äëÿ q >
16
3 ìîæíî ïîëó÷èòü çíà-÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé [5℄. Äëÿ òàêèõ q êðèòè÷åñêèå ïîêàçàòåëèïðèíèìàþò ó íàñ êëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðíûå äëÿ ìîäåëè ñðåäíåãîïîëÿ: α = 0, β = 1/2, γ = γ′ = 1, δ = 3. Äëÿ D > 3 ýòî ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òîðàíåå áûëî ïîëó÷åíî äðóãèìè àâòîðàìè. Äëÿ D = 3 îáùåïðèíÿòûìè ÿâ-ëÿþòñÿ íåêëàññè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ïðèáëèæåííûåçíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíû ìåòîäîì ðåíîðì-ãðóïïû.�åøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ q1 6 q < q2Â ýòîì ñëó÷àå êàñàíèå êðèâûõ l(x) è r(x, b) ïðîèñõîäèò ïðè íåêîòîðîì çíà-÷åíèè b = bt âî âíóòðåííåé òî÷êå xt ∈ (0, 1/2). Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà

b çà çíà÷åíèå bt ó �óíêöèè f(x) ïîÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì x1(b),ãëóáèíà êîòîðîãî ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì b, à ñàì ìèíèìóì ñäâèãàåòñÿ â íà-ïðàâëåíèè íà÷àëà êîîðäèíàò (ñì. âûøå). Ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êðè-òè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ b = bj ãëóáèíà íîâîãî ìèíèìóìà ñòàíåò ðàâíîé ãëóáèíå12 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè



Á.Â. Ê�ÛÆÀÍÎÂÑÊÈÉ, Ë.Á.ËÈÒÈÍÑÊÈÉ¾òðèâèàëüíîãî¿ ìèíèìóìà â òî÷êå x0 = 1/2. Â ýòîò ìîìåíò ïðîèçîéäåò ïå-ðåñêîê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà èç x0 â òî÷êó xj , îòâå÷àþùóþ êðèòè÷åñêîìóçíà÷åíèþ bj (�j� îò jump, ò. å. ïðûæîê). Äàííûé �àçîâûé ïåðåõîä ñîïðî-âîæäàåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì íàìàãíè÷åííîñòè m = 1 − 2x, èÿâëÿåòñÿ �àçîâûì ïåðåõîäîì ïåðâîãî ðîäà � ñì. (5).Â [13, 14℄ ïîëó÷åíî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, ÷èñëåííîå ðåøåíèåêîòîðîãî äàåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå bt. Äëÿ q = 4 ïîëó÷àåì, ÷òî bj ≈
0.3912. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ïëàíàðíîé ìîäåëè Èçèíãà (D = 2 ⇒ q = 4)ñåìüäåñÿò ëåò íàçàä Îíñàãåðîì ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå, êîòîðîå äàåò�àçîâûé ïåðåõîä âòîðîãî ðîäà è íåñêîëüêî áîëüøåå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèåîáðàòíîé òåìïåðàòóðû: bc ≈ 0.4407. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ q1 6 q < q2ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì n-îêðåñòíîñòåé íàäî îòíîñèòüñÿ ñîñòîðîæíîñòüþ.Ñ îäíîé ñòîðîíû, êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ íà ïðèåìëå-
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�ÈÑ. 2. Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû bc îò ðàçìåðíîñòè ðå-øåòêè D: êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), �îðìóëà(9) (øòðèõîâàÿ), ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ (òî÷å÷íàÿ)ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 13



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅìîì óðîâíå òî÷íîñòè � ðàçëè÷èå ìåæäó îöåíêîé bj è òî÷íûì çíà÷åíèåì
bc ñîñòàâëÿåò îêîëî 11%. Íà ðèñ. 3 äëÿ ïëàíàðíîé ìîäåëè Èçèíãà ïîêàçàíàçàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ βc îò îòíîøåíèÿ êîíñòàíò âçàèìîäåé-ñòâèÿ ïî âåðòèêàëè J = 1 è ãîðèçîíòàëè (K ìåíÿåòñÿ îò 0.1 äî 1). Ìûâèäèì, ÷òî íàøè ðåçóëüòàòû íåïëîõî êîððåëèðóþò ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.
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�ÈÑ. 3. Äëÿ 2D ìîäåëè Èçèíãà çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòó-ðû îò êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ K ïðè J = 1: ñïëîøíàÿ êðèâàÿ �òåîðèÿ Îíñàãåðà, êðóæêè � íàøà òåîðèÿÍà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñâîáîäíîé ýíåðãèè f(β), ïîñòðîåííûåäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé K . Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà fOns(β), âû÷èñ-ëåííàÿ ïî òåîðèè Îíñàãåðà, à êðóæî÷êàìè � òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ â íàøåìïîäõîäå: fn−vic(β). Âèäíî, ÷òî îòëè÷èå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ îò òî÷íîé òåî-ðèè ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì òîëüêî â ðàéîíå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îáðàòíîéòåìïåðàòóðû, à îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íàõîäèòñÿ íà óðîâíå 1%. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ñìóùàåò ñêà÷îê íàìàãíè÷åííîñòè â ìîìåíò �àçîâîãî ïåðåõîäà.Ýòîò ñêà÷îê íå ïðåäñêàçûâàåòñÿ íèêàêèìè òåîðèÿìè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà
n-îêðåñòíîñòåé äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé q òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ èññëåäîâà-íèé.14 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè
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�ÈÑ. 4. Äëÿ 2D ìîäåëè Èçèíãà ãðà�èêè ñâîáîäíîé ýíåðãèè f(β) ïðè
K = 0.2, 0.5, 0.7, 1.0: ñïëîøíûå êðèâûå � òåîðèÿ Îíñàãåðà, êðóæêè� íàøà òåîðèÿ�åøåíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ q < q1Äëÿ òàêèõ q ìåòîä n-îêðåñòíîñòåé íåïðèìåíèì âîâñå. Ýòî ñëåäóåò èç ðå-çóëüòàòîâ ðàáîòû [19℄, ïîñâÿùåííîé ý��åêòèâíîìó âû÷èñëåíèþ ïîëíîéñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîäåëè Èçèíãà 1. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåð-æäåíèÿ îòëîæèì äî ñëåäóþùåé ïóáëèêàöèè [20℄. Çäåñü ëèøü êîíñòàòèðóåì,÷òî íåïðèìåíèìîñòü ìåòîäà n-îêðåñòíîñòåé â îáëàñòè q < q1 ÿâëÿåòñÿ åãîîãðàíè÷åíèåì. Îáñóæäåíèå è âûâîäûÎñíîâíîå ïðèáëèæåíèå íàøåãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåõîäÿ îò ñóì-ìèðîâàíèÿ ïî n-îêðåñòíîñòè Ωn ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî Ωx íåèçâåñòíîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ýíåðãèé Pn(E) ìû çàìåíÿåì ãàóññîâîé ïëîòíîñòüþ ñî ñðåäíèì

Ex è äèñïåðñèåé σ2
x. Öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(E) àïïðîêñè-1Ïîëíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü � ýòî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèé âñåõ 2

N ñî-ñòîÿíèé ñïèíîâîé ñèñòåìû.ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè 15



ISBN 978�5�7262�2390�2 ËÅÊÖÈÈ ÏÎ ÍÅÉ�ÎÈÍÔÎ�ÌÀÒÈÊÅìèðóåòñÿ ïðè ýòîì î÷åíü õîðîøî, íî õâîñòû Pn(E) âñåãäà íå ãàóññîâû: äëÿ
D = 2 è D = 3 îíè ¾òîëùå¿ ãàóññîâîé ïëîòíîñòè, äëÿ D = 1 íàïðîòèâ,òîíüøå. Ýòè ðàçëè÷èÿ íà õâîñòàõ è ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîì îøèáêè.Â ðàáîòàõ [13, 14℄ ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì êîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà qâåëè÷èíà îøèáêè äîëæíà óìåíüøàòüñÿ 2. Â òî æå âðåìÿ, àïïðîêñèìàöèÿöåíòðàëüíîé ÷àñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Pn(E) ãàóññîâûì êîëîêîëîì â öåëîìïåðåäàåò êàêèå-òî ñóùåñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè èñòèííîãî ðàñïðåäåëåíèÿè äàåò ðàçóìíûå ðåçóëüòàòû ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ çíà÷åíèé q âûøå ãðàíèöûîòñå÷åíèÿ: q > 4 ln 2.Åñëè ãîâîðèòü î �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà n-îêðåñòíîñòåé, òîó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ñïèíîâ ñî ñëåäóþùèìè ñîñåäÿìè � èëè äàæå ñ áî-ëåå äàëüíèìè ñîñåäÿìè, � ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ ý��åêòèâíîãîêîîðäèíàöèîííîãî ÷èñëà q. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ýòî òîëüêî óëó÷øèò ñîãëà-ñèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì n-îêðåñòíîñòåé ñ òî÷íûì ðåøåíèåì(ëèáî êîìïüþòåðíûì ýêñïåðèìåíòîì).Îäíîé èç îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ íàøåãî ìåòîäà ìîãóò îêàçàòüñÿ ñî-âðåìåííûå ìåòîäèêè àíàëèçà ñöåí è êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè èçîáðàæå-íèé [4,21�23℄. Çäåñü ïðîèñõîäèò ìíîãîêðàòíîå ïåðåâû÷èñëåíèå òàê íàçûâà-åìîé íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàíòû, êîòîðàÿ è åñòü çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîéñóììû ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ. Çàòåì çíà÷å-íèÿ âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ ìåíÿþòñÿ. Çäåñü âîñòðåáîâàííûì îêàçûâàåòñÿáûñòðîå � ïóñòü äàæå è ïðèáëèæåííîå � âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû, à êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà è õàðàêòåð �àçîâîãî ïåðåõîäà íèêîãî íåèíòåðåñóþò.Áåçóñëîâíî, âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèåâíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàøè âûðàæåíèÿ (7), (9) ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòû-âàòü íà òî, ÷òî ýòî óäàñòñÿ ñäåëàòü.�àáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî ÔîíäàÔóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 15�07�04861 è 16�01�00626).Ëèòåðàòóðà1. Martin O.C., Monasson R., Zehina R. Statistial mehanis methods and phasetransitions in optimization problems // Theoretial Computer Siene.� 2001. � 265.� pp. 3�67.2Ýòî ìû è íàáëþäàåì, ïðîâåðÿÿ íàø ìåòîä íà ìîäåëè Èçèíãà.16 ÓÄÊ 001(06)+004.032.26 (06) Íåéðîííûå ñåòè
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